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Bla. 16, bovenaan. In de formule voor N tusschen voegen 


gn, 


Blz. 18, onderaan. In de formules voor V en O moet e 


door d vervangen worden. . 


De redactie moet opnieuw mededeelen — en dit is een ver- 
blijdend verschijnsel — dat het haar onmogelijk was alle 
ingezonden copie op te nemen, en zij doet dus weder een 
beroep op het geduld van de inzenders. 

De moeielijkheden, ontstaan door het plotseling moeten ver- 
anderen van uitgever, zijn overwonnen, zoodat de afleveringen 
weder op tijd zullen kunnen verschijnen. 

Zijn er inteekenaars, die in een of ander opzicht verande- 
ringen mochten wenschen, dan zal de redactie dit gaarne 
vernemen en overwegen. 


F. J. VAES. 


Een raaklijn-constructie 


DOOR 


F. A. PANNEKOEK (Gorinchem). 


Zijn van een ellips twee toegevoegde middellijnen gegeven, 
dan kunnen punten van de ellips geconstrueerd worden, 
door eerst punten te construeeren van de ellips, die de ge- 
geven middellijnen als assen heeft en daarna de ordinaten 
om hun snijpunt met de as, waarop ze loodrecht staan, 
zoover te draaien, dat ze met deze as hoeken insluiten 
gelijk aan die van de gegeven middellijnen. Deze hulp-ellips 
is echter overbodig als men de ellips beschouwt als de 
schuine projectie van een cirkel met de helft van de eene 
gegeven middellijn als straal beschreven. 

Zijn V en V, (Fig. 1) twee vlakken die elkaar snijden 
volgens MT. In V 
is gegeven de cirkel 
RAQ waarvan de 
schuine projectie 
RA,Os am Vens 
MQ; en MR zijn 
halve toegevoegde 
middellijnen als pro- 
jecties van onder- 
ling loodrechte stra- 
len in den cirkel. 
Een raaklijn TA 


aan de ellips is de schuine projectie van de raaklijn TA 
aan den cirkel. Haar snijpunt T ligt in de snijlijn van V en Vs. 
Slaan we nu V om MR neer in V;, dan blijkt, dat de 
schuine projecties van de punten A enz. worden gevonden 
door op de ordinaten van de punten van den cirkel drie- 
hoeken te construeeren gelijkvormig met MQ‚Qs- 

Het is ook gemakkelijk analytisch aan te toonen dat de 
punten As enz., zoo verkregen, op de gevraagde ellips lig- 
gen. Zij MQ, de y-as en MR de z-as dan is 


Fidel 
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2 
AA == g X AAL = LG OTR Li. 


De raaklijn-constructies Rn nu uitgevoerd op een- 
voudige manier: (fig. 2) 

Een raaklijn door P, aan de ellips komt overeen met de 
raaklijn door P aan den cirkel. 

Is A het raakpunt van deze, 
dan is PA, raaklijn aan de el- 
‘lips met A, als raakpunt. 

Wordt gevraagd de raaklijn 
evenwijdig aan MB, dan moet 
de overeenkomstige raaklijn aan 
den cirkel evenwijdig zijn aan 
MB, hier CD. De raaklijn aan de ellips is dan CD, met D, 
als raakpunt. 

Hierbij wordt nog opgemerkt, dat men tot dezelfde con- 
structie komt, door de ellips en de cirkel als affiene figuren 
te beschouwen. 


Een profetische blik. 


In het „Handboek der Kosmografie” van Dr. P. H. Schoute, 
uitgegeven in 1876, lezen we in Deel II pag. 394 het vol- 
gende: 

„Volgens de laatste waarnemingen van _D'Arrest kan 
Mars geen maan bezitten met een straal van meer dan 
20 K.M.” 

In „Vragen van den Dag” jaargang 16, lezen we op blz. 
112 en verv., dat in 1877 te Washington zijn ontdekt de 
twee satellieten van Mars, waarvan de eene in 7 u. 39 m. 
en de andere in 30 u. 18 m. om Mars wentelt. 

Onlangs lezende: „Gullivers Travels” by Jonathan Swift, 
en wel: „Voyage to Laputa’’ trof mij ’t volgende, waar 
hij over de bewoners van dat zonderlinge land spreekt: 

„Zij hebben ook ontdekt twee kleinere sterren, of satel- 
lieten die om Mars wentelen, de binnenste in 10 uur en 
de buitenste in 214.” 

Als men nu bedenkt, dat Swift leefde van 1667—1745, 
moet men dan denken aan een profetischen blik, of had men 
toen reeds vermoedens omtrent wachters van Mars? 

Harlingen. | J. B. BAKKER. 
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Eenvoudig bewijs voor de stelling 


> 


sin (a +- 9) = sin a cos P +- sin 9 cos «. 
DOOR 


J. W. RASCH (Amersfoort). 


In verschillende boeken, als van De Gelder, Lobatto, 
Buys-Ballot, James Hann, vindt men verschillende bewijzen 
voor de hierboven uitgeschreven stelling. Voor ruim 19 
- jaar vond ik volgend bewijs, dat ik nergens gepubliceerd 
zag. Misschien zou het bij het onderwijs kunnen dienen; 
het steunt toch alleen op eigenschappen van figuren en 
lijnen, waarmede men aan deze stelling komende bekend 
is en vordert slechts eene weinig samengestelde teekening. 

Is de sinus der som van twee 
c hoeken te vinden, dan heeft men 
(fig. 1, waarin AD en CE lood- 


D lijnen op de overstaande zijden 
a 6 zijn): 
A ABC =4 BC X AD 
BL A —laxXbsiny 
Fig. 1. dus, om dat sin 7 = sin («a + 9) is: 


A ABC = tabsin (« +8). (1) 


Tegelijk heeft men: 
A ABC = A BCE + A ACE 
—=d BE XCE+4CE X AE 
—dacosgbsinda + tasingbeosa..... (2) 
De rechter leden van (l) en (2) vereenigende en deelende 


door + ab verkrijgt men: 


sin (a + 9) = sin a cos f + sin 3 cos « 

Voor de sinus van het verschil 
van twee hoeken heeft men (fig. 2): 
A ABC =4 BC X AD 

— jab sin 7 
dus, omdat 7 =a— flis: 
A ABC = tab sin (« — 9)... (3) 
Verder geldt: 
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A ABC = A BOE — A ACE 
—d BE X CE — JCE X AB, 
of: AABC==tacuvsfgbsina—kasindbeosa....…. (4) 
Uit (8) en (4) volgt: 
sin (a — 9) — sin a cos P — sin f cos a. 


Een hewijs van de formules 
sin 1, a — eee ; cosijga= ven ; Wijga ve ed) 


s (s-d) 


DOOR 


J. A. WERTENBROEK (Zoeterwoude). 


Z CAF = /FAB = l/, A; Bl en CF staan loodrecht op 
AF; MI = MC. 

Nu is: CG = GM —1/, CI == 1/ga — l/o (b—C) = s— b, 
terwijl CH =a—(s—b)=s—cC; AG =s; 
AH = AG — HG =s—d. 

Verder is: CG X CH = CE X CF 
of (s — b) (s — c) = c sin I/g a X 
Xb sin 1/,a, zoodat sin? 1/, A = 


B BOS £) ke. 
tn el dus sin Î/, A = 
VCDI 
1 be 


Ook geldt: AH X AG —= AD X 
X AF of (s—a) s=c cos ll, a X 
Xb cos 1/s a, zoodat cos? Ils A = 
06 (dd) 
de Ne 


‚en dus cos 1, A= 


Ten slotte kan geschreven worden: CE X CF == CG X CH, 
of ADtg1/, A X AFtg l/o A == (s—b)(s—c), en daar AD X 
XAF=AH X AG, s(s—a) {g? Is A =(s — b) (s—c), en dus 


tg 1, A = (s TE C) 
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Bekanntmachune. — 


Auf Grund des von dem verstorbenen Herrn Dr. Paul 
Wolfskehl in Darmstadt uns zugewendeten Vermächtnisses 
wird hiermit ein Preis von 100.000 Mk, in Worten: „Ein- 
hunderttausend Mark“, für denjenigen ausgesetzt, dem es 
zuerst gelingt, den Beweis des groszen Fermat'schen Satzes 
zu führen. Herr Dr. Wolfskehi bemerkt in seinem Testamente, 
dasz Fermat (siehe z. B. Oeuvres de Fermat Paris 1891 t. 
T pag. 291 observ. II) mutatis mutandis die Behauptung 


aufgestellt hat, dasz die Gleichung a* + y* — 2* durch 
ganze Zahlen unlösbar ist für alle diejenigen Exponenten À, 
welche ungrade Primzahlen sind. Dieser Fermat'sche Satz ist 
entweder im Sinne Fermats allgemein oder in Ergänzung 
der Untersuchungen von Kummer (Crelles Journal 40, S. 
130 ff., Abh. der Akad. d. Wiss. zu Berlin 1857) für alle 
die Exponenten À zu beweisen, in denen er überhaupt 
Geltung hat. Weber weitere Litteratur vergleiche man: 
Hilbert, Theorie der algebraischen Zahlkörper , Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung IV (1894—95) 
S 172—173 und Encyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften, Bd. 1, Teil 2 Arithmetik und Algebra (1900—1904) 
TC 4b, S. 713. 

Die Aussetzung des Preises erfolgt unter folgenden nâheren 
Bedingungen: 

Die Köningliche Gesellschaft der Wissenschaften in Göttin- 
gen entscheidet frei darüber, wem der Preis zuzuerkennen 
ist. Sie lehnt die Annahme jeder Manuskriptsendung ab, 
die auf die Bewerbung um den Preis für den Fermat’schen 
Satz Bezug hat; sie berücksichtigt fûr die Preiszuteilung 
lediglich solche mathematische Abhandlungen, die in perio- 
dischen Zeitschriften, als Monographien oder in Buchform 
im Buchhandel käuflich erschienen sind, Die Gesellschaft 
stellt dem Verfasser solcher Abhandlungen anheim, etwa 
5 gedruckte Exemplare davon an sie einzusenden. 

Auszer Betracht bleiben für die Verleihung des Preises 
solche Arbeiten, die in einer Sprache gedruckt sind, welche 
den zur Beurteilung der Arbeit berufenen Fachgelehrten 
unverständlich ist. An die Stelle solcher Arbeiten können 
vom Verfasser als richtig anerkannte Vebersetzungen treten. 

Die Gesellschaft lehnt alle “Verantwortlichkeit für eine 
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Nichtberücksichtigung von Arbeiten ab, die nicht zu ihrer 
Kenntnis gelangt sind, desgleichen für alle Irrtümer, die 
daraus entspringen könnten, dasz der wirkliche Verfasser 
der Arbeit oder eines Teiles derselben als solcher der 
Gesellschaft unbekannt geblieben ist. 

Sie behält sich für den Fall, dasz an der Lösung der 
Aufgabe mehrere Personen beteiligt sind oder die Lösung 
durch die Arbeiten mehrerer Gelehrter herbeigeführt worden 
ist, freieste Entscheidung, insbesondere auch die Teilung 
des Preises nach ihrem Ermessen vor. 

Die Zuerkennung des Preises durch die Gesellschaft erfolgt 
frühestens zwei Jahre nach der Veröffentlichung der zu 
krönenden Abhandlung. Es soll innerhalb dieses Zeitraumes 
deutschen und ausländischen Mathematikern Gelegenheit 
geboten werden, über die Richtigkeit der durch die Ver- 
öffentlichung bekannt gewordenen Lösung sich zu äuszern. 

Ist der Preis durch die Gesellschaft zuerkannt, so wird 
davon den Berechtigten durch den vorsitzenden Sekretär 
im Namen der Gesellschaft Mitteilung gemacht und solches 
öffentlich an allen denjenigen Orten bekannt gegeben werden, 
an denen der Preis im letzten Jahre ausgeschrieben war. 
Die Zuerkennung des Preises durch die Gesellschaft ist 
unanfechtbar. 

Die Auszahlung des Preises erfolgt an den Berechtigten 
innerhalb dreier Monate nach seiner Zuerkennung durch die 
Königliche Universitätskasse in Göttingen oder auf Gefahr 
und Kosten des Empfängers an einem anderen von ihm zu 
bezeichnenden Orte, und zwar wird das vermachte Kapital 
je nach der Wahl der Gesellschaft bar oder in den hierfûr 
hinterlegten Papieren gegen rechtsgültige Quittung zur 
Auszahlung gebracht. Die Auszahlung des Preises kann 
durch Aushändigung der hinterlegten Wertpapiere auch dann 
erfolgen, wenn deren Kurswert die Summe von 100.000 
Mark nicht mehr erreichen sollte. 

Falls der Preis bis zum 13. September 2007 nicht zuer- 
kannt ist, können Ansprüche auf ihn nicht mehr erhoben 
werden. 


Mit dem heutigen Tage tritt die Wolfskehlsche Preisstiftung 
unter den vorstehend angegebenen Bedingungen in Kraft. 


Göttingen, den 27. Juni 1908. 
Die Köningliche Gesellschaft der Wissenschaften, 


Een onjuiste stelling 


DOOR 


J.N. VISSCHERS (’s Hertogenbosch). 


In een aantal boeken komt de volgende stelling voor: 
De boog van den grooten cirkel, die een hoekpunt van een 
boldriehoek vereenigt met ’t midden der overstaande zijde, 
is kleiner dan de helft van de som der andere twee zijden. 
Dat deze eigenschap onjuist is, blijkt uit de volgende een- 
voudige beschouwing: 

Is ABC een boldriehoek, ABC, zijn nevendriehoek en 
CC, de halve groote cirkel, die. gaat door ’t midden D van 
zijde AB, dan zou men volgens genoemde stelling moeten 
hebben: 


op C+ BO + BC, 


spchpse 


CD 4 OD < 


LSD Beste LOU 


Er valt zeker heel wat te zeggen tegen ’t opnemen van 
foutieve vraagstukken zonder de minste waarschuwing voor 
den lezer. Niet zelden geven ze aanleiding tot foutieve op- 
lossingen. Zoo vond ik van ’t bovenstaande niet minder 
dan 8 onjuiste bewijzen in „’t Supplement op de Vriend 
der Wiskunde” 1906, 3de afl. bladz. 85 en 86. Daar ’t voor 
studeerenden ongetwijfeld van belang is de fout te zoeken, 
die in ieder van deze oplossingen voorkomt, laat ik hier 
de 3 bewijzen volgen: 


AC + AC, + BC + BC, 
2 


iste Oplossing. 


Zij D het midden van boog AB van den bol A ABC. 
Verleng CD met een stuk DE =CD en trek den groot- 
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cirkelboog AE. In de bol A A BCD en ADE is nu 
AD=BD, CD =DE en /CDB= / ADE. Ze hebben dus 
2 zijden gelijk met den ingesloten hoek, dus zijn ze ZZ, 
derhalve is boog AE == boog BC. 
In den bol A ACE is nu: 
boog CE << boog AC + boog AE of: 
2 boog CD < boog AC + boog BC, dus: 
boog CD <1/, (boog AC + boog BC). 


2de Oplossing. 


Men heeft: CD <BC + BD en AC—CD<BD, waarin 
BD = AD, dus door aftrekking: 
— AC +2 CD << BC of 


op BC a AC 
3de Oplossing. 
Men heeft: 
cos ad + cos b=?2 cosi/yc cos CD, 
ee ED hit A OAD Or 
2 cos 1, c 
1 1 Es 
cos Ì/, (a + b) oe Js (a Uk CD, 
cos Ig c 
cos 1/, (a — b) Pt 
maar Teosie ge hs waaruit 
volgt: cos 1/, (a + b)<<cos CD of 
CD <!/s (a + b). 


Ten slotte wil ik nog opmerken: De boog van een grooten 
cirkel begrepen tusschen een hoekpunt en ’t midden van 
den overstaanden boog in een boldriehoek kan zijn gelijk 
aan, of wel grooter, of wel kleiner dan de halve som van 
de twee andere zijden. 
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Meetkundiv hewijs van de stelling 


1g (a + h) at h sin (a + Jh) 
Lga Dn a Ee a 
als a<ath<}r. 


DOOR 


De. H. VAN DER KAMP Middelburg). 


Stel /GMB =a—- hen /CMB=a dus /GMC =h, of 
liever boog BC =a en boog CG == h. 

Zij BF de raaklijn in B aan boog BC, F het snijpunt 
met MG en D het snijpunt met MC; ACE de lijn door 
C//BF, A snijpunt met MB, E snijpunt met MG, en 
eindelijk CH de raaklijn in C, H snijpunt met MG. 

Dan is achtereenvolgens: 


OBE ED oe 
0 tp de nu is echter EC >> 
HC >> boog CG; 


en AC << boog BC, waaruit volgt EC DOE 


AC boog BC’ 
Ae ig (a + h) zet 


want Eiitie 


frek in hetzelfde figuur de lijn GC die MB in I snijdt, 
en de raaklijn in C die MB in K snijdt, dan is: 


sin (a + A) __ GC. ; 
er me or: peis GON; on ORS 
dus En Üs waaruit volgt: EI A el 

CI a sin q a 


ng en er 


El 


Enkele opmerkingen betreffende de Studie 
voor de akten Kl en K V, 


DOOR 


P. VISSER (Den Haag). 


(Vervolg van bladz. 234, Len jaargang). 


De akte K. V. 

Wanneer iemand die in het bezit is gekomen van de 
akte K. I, zich verder wil bekwamen voor de akte K. V, 
dan moet hij er, om een zeer gewone spreekwijze te ge- 
bruiken, geen gras over laten groeien, maar onmiddellijk 
flink beginnen. Een jaartje rust nemen staat gelijk met twee 
jaar uitstel van het examen, want zoowel de energie als 
de verkregen kennis bij de studie voor K.I zijn dan natuur- 
lijk aanmerkelijk verminderd, en zonder die beiden kan 
men er niet komen. 

Terwijl men bij de studie voor K. [ nogal dikwijls op 
oude kennis kan teeren, en over sommige onderwerpen 
wat luchtig heen kan gaan, heeft men bij K. V de zeker- 
heid dat alles wat er komt nieuw is, en op zichzelf is dat 
eene aangename en gemakkelijke gedachte, want men ver- 
gist zich nu ook niet in de beoordeeling van het al of 
niet gewichtige der onderwerpen. 

Ook doordat men. de stof voor K. V nagenoeg als 
één geheel kan beschouwen is de studie aangenamer dan 
voor K. I. | 

Differentiaal en Integraalrekening. 

Als hoofdwerk gebruikte ik hiervoor Sturm „Cours d’Ana- 
lyse”; daarnaast N.C. Grotendorst „Beginselen der Differen- 
tiaal en Integraalrekening”, en als een résumé en vraag- 
stukkenverzameling Brahy „Exercices méthodiques du Cal- 
cul différential et intégral” (2 deeltjes). Sturm bestudeerde 
ik tot aan „Calcul der Variations”, doch men neme dit niet 
aan als een axioma. Fen mijner kennissen had het mij ge- 
zegd, dien raad heb ik opgevolgd, en ik heb geen schade- 
lijke gevolgen ondervonden van deze besnoeiing. Ik kan 
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niet anders zeggen dan dat het werk van den beroemden 
Franschen wiskunstenaar mij bepaald lief is geworden. De 
eenvoud en helderheid zijn buitengewoon en met gerustheid 
beveel ik het aan. Men zegt dat Serret „Cours de calcul 
differential et integral’”’ beter en uitgebreider is. Ik wil het 
gaarne gelooven; er over oordeelen kan ik niet omdat ik 
Serret niet bestudeerd heb. Maar zou het er veel toe doen 
of men nu Serret, Sturm. of een ander bekend werk bestu- 
deert, en zou een examinator het zoo vreeselijk kwalijk 
nemen als men moest getuigen een of ander onderwerp 
niet bestudeerd te hebben? Er bestaat naar mijne meening 
een groot onderscheid tusschen de akten K.I en K. V. 

Voor het examen K.I moet men bewijzen eene bepaalde 
hoeveelheid Wiskunde grondig te kennen; zonder de kennis 
daarvan is men niet bevoegd les te geven op de middel- 
bare scholen en mag men dus ook niet slagen. Maar bij de 
akte K. V vervallen die eischen en is het waarschijnlijk 
meer de bedoeling dat de candidaat toont, met ernst, een 
of meer degelijke werken over de verschillende onder- 
deelen bestudeerd te hebben. 

Ook bij deze redeneering is door overdrijving eene paro- 
die te scheppen, doch men vergete niet dat ik gesproken 
heb over degelijke werken, en niemand zal toch zeker 
twijfelen aan de degelijkheid van een werk dat door een 
man als Sturm werd geschreven. 

Naast Sturm bood het werk van prof. Grotendorst eene 
aangename afwisseling en daarbij tevens een rijke verza- 
meling vraagstukken. Alleen laat dit werk den canditaat 
in den steek bij de differentiaalvergelijkingen, omdat ook 
deze leercursus evenals v. Aller’'s Hoogere Stelkunde aan 
bepaalde eischen van beknoptheid moest voldoen. Wat over 
dit onderwerp in dit leerboek voorkomt is heel goed te ge- 
bruiken en zelfs zeer duidelijk gesteld, doch het is beslist 
te weinig. Evenals in Sturm vindt men hierin veel uitge- 
werkte voorbeelden en vooral de meetkundige toepassing 
der integraalrekening zijn er flink in behandeld, terwijl 
ook mooie teekeningen de theorie verduidelijken, hetgeen 
bij Sturm wel wat te wenschen overlaat. 

De beide boekjes van Brahy geven een duidelijk uittrek- 
sel van de differentiaal en integraalrekening. Elk hoofdstuk 
begint met de resultaten van de theorie te vermelden, 
daarop volgen enkele uitgewerkte voorbeelden en ten slotte 
een reeks van vraagstukken. 
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Als repetitie boekjes vind ik ze zeer geschikt. 

De bovenstaande opmerkingen ten aanzien van de hoe- 
veelheid der te verwerken stof sluiten niet in dat ik, 
wanneer de tijd die men zich heeft gegeven niet beperkt 
is, de bestudeering van meer boeken afraad. Integendeel, 
indien ik zelf meer tijd beschikbaar had gehad, dan zou ik 
zeker nog het werk van Forsyth- Maser over differentiaal 
vergelijkingen bestudeerd hebben, want algemeen hoort 
men dit werk zeer roemen en naar ik meen wordt het ook 
op de Universiteiten gebruikt. 

Analytische Meetkunde. 

Ik begon in aansluiting met de studie voor K.I het 2de 
deel van het werk van prof. v. Geer te bestudeeren, maar 
weldra gaf ik die studie op. Misschien was ik, door het 
werken in Sturm, gewend geraakt aan de gewoonten der 
Fransche schrijvers, of wellicht ook schrikte het eigenaar- 
dige begin van dit werk mij af, doordat ik zonder leiding 
moest studeeren; hoe dit ook zij ik nam Briot et 
Bouguet en raakte spoedig thuis in het 2de deel „Géometrie 
dans Espace.” Terwijl echter voor de akte K. 1 Briot et 
Bouquet veel te veel bevat, vindt men voor de akte K. V 
in het 2de gedeelte te weinig, omdat bijna nergens wordt 
gesproken over de differentiaal meetkunde. Briot et Bouquet 
bevat slechts het zuiver meetkundig gedeelte over de op- 
pervlakken van den 2en graad, de beschouwing over de 
algemeene vergelijking van den Zen graad in de ruimte, 
en de onderwerpen die hiermede in onmiddellijk verband 
staan. Maar voor dit onderdeel der Analytische Meetkunde 
vond ik het genoemde werk dan ook in alle opzichten hel- 
der en aangenaam bij het bestudeeren. 

Zooals reeds is opgemerkt wordt een voornaam onder- 
deel, dat als een vak op zich zelf beschouwd kan worden, 
hierin niet behandeld. Natuurlijk vindt men in Sturm en 
Grotendorst onder de meetkundige toepassingen der diffe- 
rentiaal- en integraalrekening veel over de differentiaal 
meetkunde. Het is echter wenschelijk dat men daarvoor 


— nog een apart werk bestudeert, en dan bevat Raffy 


„Applications géométriques de Analyse” een mooi geheel. 

Ik moet eerlijk bekennen dat de bestudeering van dit 
werk mij menig moeilijk oogenblik bezorgd heeft, maar als 
men het ernstig en vooral meerdere malen doorwerkt, zal 
men wel moeten toegeven, dat het echt degelijk in elkan- 
der is gezet. Ook het 2de deel van het leerboek van prof, 


14 


v. Geer gebruikte ik hiernaast, maar zooals ik reeds ge- 
zegd heb, als hoofdboek vond ik dit werk, althans voor 
mij, niet zeer geschikt. 

Kort voor het examen verschafte een mijner kennissen 
mij het dictaat der colleges van prof. de Vries over de 
differentiaal-meetkunde. Voor eene ernstige bestudeering 
was de tijd te kort, ik kon het slechts doorlezen, maar 
dat doorlezen alleen deed al de duistere punten uit Raffy 
verdwijnen, zoodat het, na de moeite die ik met Raffy had 
gehad, eene bepaalde verademing was. In ’t algemeen kan 
ik ieder aanbevelen zich zooveel mogelijk dictaten van de 
colleges aan de Universiteiten te verschaffen, want al is 
zelfstudie ook nog zoo ernstig, men mist nu eenmaal de 
leiding, en aan dit gebrek kan men slechts door zeer veel 
te vergelijken eenigszins tegemoet komen. 

Beschrijvende Meetkunde. 

De theorie der beschrijvende meetkunde bestudeerde ik, 
eveneens in aansluiting met K.I, uit het 2de deel van 
N. C. Grotendorst en J. W. C. Beelenkamp „Gronden 
der beschrijvende Meetkunde”. Men denke er aan vooral 
den laatsten druk te gebruiken daar hieraan enkele onder- 
werpen zijn toegevoegd die men beslist noodig heeft b.v: 
de beschouwing over rakkordeerende oppervlakken, con- 
structies in het tafereel bij de axonometrische perspec- 
tief e. a. 

Nog meer dan voor de akte K. I geldt hier de eisch dat 
men vele constructies geheel uitvoert. Door de meer inge- 
wikkelde teekeningen komt men bij de uitvoering nog 
spoediger voor eigenaardige moeilijkheden te staan; en men 
bedenke dat bij het examen niet altijd de eenvoudigste 
oplossing onmiddelijk wordt gezien. Gewoonlijk begint men 
te teekenen zoodra men maar eene manier ziet, en dan 
moet de vaardigheid in het teekenen meestal vergoeden 
wat men bij den opzet bedierf door de keuze van een ietwat 
omslachtigen weg. 

Bij het examen zag ik de oplossing vrij spoedig (een er 
van was echter niet de eenvoudigste), zoodat ik aan het’ 
absolute denkwerk niet veel tijd behoefde te besteden, en 
toch had ik de gegeven 3 uur geheel noodig. 

Voor de centrale projectie bevat het genoemde leerboek 
niet genoeg, zoodat ik daarvoor de eerste 100 bladzijden 
uit von Peschka „Die Centralprojection” bestudeerde. Ten 
slotte doet men goed zich het boekje „Wiskundige examen- 


15 


opgaven van de ex. B. der Pol. School” (Kluwer, Deventer) 
aan te schaffen, en daaruit, zoo mogelijk, alle vraagstukken 
te maken die op de leerstof betrekking hebben, ook wat 
betreft de analytische Meetkunde en de differentiaal en 
integraalrekening. 

En hiermede heb ik naar mijn beste weten de ervaringen 
meegedeeld, die ik bij de studie voor de akten K.len K. V. 
heb opgedaan. Wat betreft de lagere Wiskunde heb ik mij, 
in verband met mijne eigen opleiding, gesteld op het stand- 
punt van iemand die de H. B. S. 5-j. c. heeft gevolgd. Zij 
die deze school niet bezochten zullen echter toch waar- 
schijnlijk (bv. door de studie voor de akte L. 0.) wel op 
een standpunt staan, dat hiervan niet veel verschilt. Zeer 
zeker zullen er nog bij velen vragen opkomen over de 
bijzonderheden de studie betreffende, en die onbeantwoord 
bleven in dit opstel. Doch in grove trekken heb ik de 
richting die ik zelf gevolgd heb, en die mij natuurlijk ook 
voor het grootste gedeelte door anderen was aangeraden, 
weergegeven. 

Gaarne wil ik, waar mij dit mogelijk is, nog in bijzon- 
derheden raad geven, doch het schijnt me wenschelijk dat 
de vragen die nog mochten rijzen als zoodanig en natuurlijk 
duidelijk omschreven, in het Wiskundig Tijdschrift ver- 
schijnen; dan kunnen ook degenen die grootere ervaring op 
het gebied van studeeren hebben dan ondergeteekende aan 
de beantwoording er van medewerken. 


Reeksen van Hall 
door Dr. N. QUINT. 


De Zweedsche wiskundige Hall heeft de volgende eigen- 
aardige betrekkingen opgemerkt: 


len idd: 1X8FEl=9 
12: 9 H- 3 == 11 12 X 8 +4 2 == 98 
123 X 9 + 4 == 1111 123 X 8 H- 3.= 987 
1234 X 9 4-5 == 11111 1234 X 8 J- 4 = 9876 
12845 X 9 + 6 == 111111 12345 X 8 + 5 == 98765 
1283456 X 9 H 7 = 1111111 123446 X 8 J- 6 == 987654 
1284567 X 9 + 8 == 11111111 1234567 X 8 + 7 == 9876548 
12345678 9 F9 — 11111111 12845678 X 8 + 8 == 98765432 
9 X 8 + 9 == 9877654321 


p 12845678 


16 


Vit Buitenlandsche Tijdschriften. 


33. Voor alle geheele positieve waarden van ” is 


4n 8n n 
N=2 +2 +2 +1==0(81) of == 5 (81), al naar gelang 
n al of niet een vijfvoud is. 


Zij n= PH" 
2n = 5 Pa + 72 
3n = 5 P3 + 13 
An = 5 P4 74 


dan moeten 7,, 79, 73, 74 of allen O of in eenige volgorde 
de getallen 1, 2, 3, 4 wezen. 


In het eerste geval is: 


N82 A= (Stvoud IA et LS 
In het tweede geval is: 
N82 2E AÍ == (Bl-voud d- 1) X 2E 
Bl-voud + 2* 4... 4 1 —=8l-voud +3 A + 1==0(3Ĳ). 
Plakhowo, Bull. des Sc. math. et phys. XII, 1907. NO. 1947. 
Q. 


834. Uitbreiding der eigenschap 12845679 X JI = 
TAA TT. 


Wordt in het »-tallig stelsel het getal 1234... (n—2) n 
met #— 1 vermenigvuldigd, dan zal het product uit n—l - 
n—3 n—4 n—ö 

éénen bestaan. Het vermenigvuldigtalisn —+2n + 3n 
Ld (—4) Nn? + (n —83) n +(n—l)}. Wordt dit met 

k n—?2 n—3 

(n — 1) vermenigvuldigd, dan is het product n —+-n + …… 
H n2 + 2n —n +1, dus te schrijven als een getal van 
n—l éénen. 


Christie, The Educ. Times, 1907. Question 16149. GQ. 
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85. Ontbindingen in factoren. 
Analoog met: 5 
ze Jtd 1 =(a? 1)? 
heeft men 
LS db tri tprtl = (vtt? 12 — (3 - )° 
cit gld Barb tart tl = 
—= (rb dt 2412 — (5 4 43 0)? enz. 
Barisien, Bull. des Sc. math. et phys. 1906/7. Note. GQ. 


86. Als #, y, 2 rekenkundig evenredig zijn, dan zijn 
zulks ook 


Bay dl Hart dye 
Mathesis 1907. Question d'Examen 1319. Q. 


37. Als N geen veelvoud van 7 is, dan is N42=—=1 (49). 
Uit de stelling van Fermat volgt: 


NS == 1 (7) dus 
N2 = (7m 1) == 1 (49). 
Math. Gaz. 1907. Question 536. Q. 


38. Het metrieke stelsel in Engeland en Denemarken. 


In het Engelsche Parlement is de Metric-System- Bill, inge- 
diend. door den afgevaardigden Strauss in de zitting van 
25 Maart 1907, met 150 tegen 118 stemmen verworpen. 

In den laatsten tijd was de actie door de Decimal Asso- 
ciation met groote opgewektheid gevoerd; lezenswaardige 
brochures b.v. „Lord Kelvin’s views on the advantages of 
The Metric System”, „The Inch-Absurdity”, Reasons 
why the Metric Weights and Measures should be made 
Compulsory” werden verspreid, en een adres met 16000 
handteekeningen aan het Lagerhuis gezonden. Kamers van 
koophandel, trade unions, groote fabrieken, onderwijs ver- 
eenigingen spraken zich ten gunste der invoering uit, maar 
het mocht niet baten; de tegenstand van de katoenman- 
nen en de ingenieurs was te groot. 

De eerste wezen er op, dat Engeland zijne grootste zaken 
deed met niet-metrieke landen, met zijne kolonies, met de 
Vereenigde Staten, met het Verre Oosten; de laatsten, dat 

Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang 2 
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de. Engelsche maten de geheele wereld door gebruikt wer- 
den. De afgevaardigde Haworth meende, dat het stelsel 
niet zoo schoon was als het scheen, daar het thans nog 
zelfs in Frankrijk niet algemeen doorgedrongen was. 

De minister Lloyd George vond het wel een schoone 
zaak, maar meende, dat het Mngelsche volk voor deze her- 
vorming nog niet rijp was. 

Het vraagstuk blijft echter aan de orde. De uitslag toch 
is niet zoo zeer veroorzaakt door de besliste tegenstanders 
dan wel door de mannen, die eerst nog een uitgebreid 
onderzoek noodig oordeelden. 

Hiernaast echter kan gesteld worden een betere tijding 
uit Denemarken. Ook daar te lande zijn allerlei onzamen- 
hangende maten in gebruik, b.v. de voet van 81,4 centimeter , 
de ton van 55,16 Are, de pot van 0,97 Liter, de graanton 
van 189 Liter, enz. 

De Rijksdag heeft thans besloten, dat Denemarken tot 
het metrieke stelsel zal overgaan. 


39. Toepassing van de stelling van Euler. 


Als een Mulersch lichaam slechts door vijf- of zeshoeken 
begrensd wordt, waarvan er in elk hoekpunt drie samen 
komen, dan moet het aantal der vijfhoeken 12 zijn. 

Nyt “Tidsskrift (meegedeeld in Zeitschr. für math. und 
naturw. Unterricht X XXVIII, 1907). 


40. Verband tusschen inhoud, oppervlak en dikte van een 
biconvere lens. 


In den Jntermédiaire deelde een inzender mede, dat hij 
een onzinnig resultaat vond, toen hij trachte uit volume 
(V), oppervlak (0) en dikte (d) de stralen (R en 7) van 
biconvexe lens te berekenen. Hij vond R=r=}d. 

Kapteyn te Utrecht verklaarde deze paradox door op te 
merken, dat de drie gegevens niet onderling onafhankelijk 
waren. Uit 


ri me EEn 

Om ne zwaa 
Hs se RE ja Ade +12 
Nd ee 9 


waarin z= kk Jr en y= kr is, volgt 
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(O Hard) —4Ardy==0d. 
Verlangt men dat & en 7, dus ook # en y positief zijn, 


EO 
dan moet # = — wezen. 
ar d 


tberme1900,blz 91-271. Q. 


41. In A ABG, rechthoekig in A, trekt men de hoog- 
telijn AA’ =h, en uit A’ deloodlijnen A’ C' == Jen A’ B’ —=y 
op b en c. 

Men heeft dan hê=—=a fy. 


Mathesis 1907, Question d'Examen 1323. Q. 


49. Een driehoek te bepalen, welks zijden en oppervlak 
vier op elkander volgende getallen zijn. 


Zijn de zijden n‚ndl,nHt-2, dan wordt de vergelij- 


king: 
ded 2 
8 (n en 12 (n + 3) (n +8P of 


Sns Zn? —1In—5l=0 of 
(n — 3) (Bn° + 12n + 17) —0. 


De eenige bestaanbare wortel is 8 en het antwoord is de 
bekende driehoek 5, £, 5, met oppervlak 6. 


Duby, Bull. des Sc. math. et phys. 1906/7. Question 1893. 
Q. 


43. Gemeenschappelijke raaklijnen van parabool en cirkel. 


Een parabool en een lijn loodrecht op de as zijn gegeven. 
Uit eenig punt dezer lijn beschrijft men met R tot straal 
een cirkel. Het product der vier richtingscoëfficienten , van 
de gemeenschappelijke raaklijnen is constant. 


Moet de raaklijn y — ma + re tot het punt «, 9 der ge- 


geven lijn een afstand R hebben, dan moet 


B mag RVI  m?, 
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of na verdrijving der wortelteekens: 
4 (a? — B) mt Bam... pt=0 
dus 
p? 
4 (a? — R2)' 
Barisien, Mathesis 1907. Note 3. Cl: 


My Mag Mg My == 


44, Als in A ABC het verschil der hoeken C en B ge- 
lijk 90° is, dan heeft hij de volgende eigenschappen: 


1°. De lijn, die A met het middelpunt van den omge- 
schreven cirkel verbindt, loopt evenwijdig met BC. 

22, a Woz H- C2—= 2 — br, 

3°, ZR Wi? 2. 

4°. Als BC hetzelfde blijft is de m.p. van A een geliĳk- 
zijdige hyperbool met BC als as. 

Barisien, Mathesis 1907. Question d'Examen 1327. GQ. 


45. Als in een driehoek twee medianen elkander lood- 
recht snijden, dan is de som der kwadraten hunner vier-, 
kanten gelijk aan het vierkant van den derden mediaan. 


Vuibert, Mathesis 1906. Question d’'Examen 1815. GQ. 


46. De verhouding van het oppervlak van een driehoek tot 
den driehoek, welks hoekpunten de raakpunten van den inge- 
schreven cirkel zijn, is als de middellijn van den omgeschreven 
cirkel tot den straal van den ingeschrevenen. 


Deze eigenschap werd al herhaaldelijk gepubliceerd. Ze 
volgt uit de formules voor de inhouden dezer driehoeken: 


OR? sin A sin B sin C en 2r2cos En COS El COS Bae, en de be- 


2 2 DE: 
AA: 0, 
trekking 7 —= 4R SN SNN: 
Math. Gaz. 1907. Question 537. Q. 


47. Stelling over het parallelogram. 


De diagonalen van ABCD snijden elkander in S. Als 
BS=$SD en AB + BC=AD + DC, dan is ABCD een 
parallelogram of een deltoide. 
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Als BD 1 AC staat, is blijkbaar het laatste het geval. 
Snijden de diagonalen elkander scheef hoekig, dan zijn A 
en C te beschouwen als brandpunten van een ellips, waar- 
voor de som der voerstralen AB + BC is. Daar de loodlijnen 
BB, en DD, gelijk zijn, zullen dus B, en D, evenver van de 
brandpunten verwijderd zijn, waaruit volgt AB —= CD en 
BOR AD. 

Een elementair bewijs kan volgen uit de stelling, dat 
twee driehoeken, zooals ABC en ADC, eongruent zijn als 
zij den basis, de hoogtelijnen op den basis en de sommen 
der opstaande zijden gelijk hebben. 


Sanjana, The Educ. Times, 1907. Question 15349. GQ. 


48. De uitvinding der kettingbreuken wordt nog al eens 
toegeschreven door de Engelschen aan Brounecker (1620— 
1684), door de Franschen aan Huyghens (1622—1695), 
door de Duitschers aan Schwenter (1585—1636), door 
de Italianen aan Cataldi (1545—1626). 

Tegenover deze uitlatingen wijst Cantor er op, dat door 
hem in zijne Gesch. der Math. bewezen is, dat ketting- 
breuken het eerst in 1572 door Bombelli gebruikt zijn. 


Int. des Math., 1907. Question 83243. Q. 


49, In Periodico dì Matematica XXIII, 6, 1907, behandelt 
Mineo Chini, schrijver van Sugli studi di Matematica attu- 
ariale het vraagstuk, een functie @ te bepalen, die voldoet 


aan: 
ple d-Y) J-pled-2)=eple dU)... (1) 
waarbij c een constante, w een functie van y en # is. 
Door partieele differentiatie van (l) naar 4 en 2 vin- 
den we 


ek ) Olen f Òu 
P(aty)=ep lj Pt) == CH (we HU) (0) 
Dit naar « differentieerend: 

, Jp Òu II TA Òu 
@Fyer wh, , P@tder Et 
en hieruit 
vet) rt 
P(ety) Pp (TZ) 

p” (4) 


9 () 


De verhouding verandert dus niet als # verandert; 
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derhalve ae log ()=a (WI= constante) en g MI 


lele (3 


lak i0 dad Nie EO voor EEE en b is willeke 
voor c == 2, zooals onmiddellijk uit (1) volgt. 

We willen nu bewijzen, dat ook voor k == 0 noodzakelijk 
b==0 moet zijn bij iedere andere waarde van c dan 2. 

De sommatie der vergelijkingen (2) geeft 


, ' , Òu Òu 
WEEDE edere (ite) 
en het differentieeren van (1) naar « 
PHG) HP EH) =H (4), 
Òu Òu 
ZP Bs hen SE A (4) 


uy ar v, 
waarbij v een functie is van (2 — y). 
Vervolgens in (1) # =0 stellende: 
PY) Here) =erlw) . « … « « (5) 
Hierop passen we toe het resultaat (3): 


Le — ae 


differentieeren dit naar y en z: 


(6) 


ad LS Cc au Òu az Eve, c e Òu 
EN òy en Òz 
Òu Òu . 
en substitueeren de waarden van 67) en — in (4) zoodat 


we vinden 
ad J- e“ le c Ata 
b(c — 2) 
k 
c=?2, b willekeurig, voor c== 2, b =0. 


Derhalve moet in (6) de term =— 0 zijn, of voor 


Het geval, dat de gevraagde functie voldoet aan 
fe dy) f@ +2) =e f@ + 4), 
fy) f (2) 
fw) 


waarbij s onafhankelijk van ‚en derhalve = ‚ wordt 
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tot het vorige teruggebracht door te stellen z Lee (a) 


—=gp(z). Men vindt gemakkelijk 
fa) Ad" 
waarbij A, m en a integratie-constanten zijn, en s= À, 
Op dezelfde wijze vindt men, als gegeven 
fa +9) fa +2) =s [f(a + v)}? 
nj 92 b 1 a(z—y) 
f(x) —= A €”® + bx en gede) — er log Ee 3 


K. 


50. Eigenschap van een zeshoek. 


Zij ABCDEF een zeshoek waarin AB, CD, EF evenwijdig 
loopen met DE, FA, BC en van deze zijden het dubbele 
zijn. Deze veelhoek heeft nu de volgende eigenschappen: 

1. de diagonalen AD, BE, 
CF verdeelen elkander in drie 
gelijke stukken (wat een mid- 
del aan de hand doet om 
zulk een zeshoek te teekenen) 
en loopen evenwijdig met de 
zijden ; 

2. elke diagonaal is gelijk 
aan de som der zijden, waar- 
mede hij evenwijdig loopt; 

De AA ACE en BDF en 
de driehoek At gevormd door 
de drie genoemde hoofddiago- 
nalen hebben: 

1. hetzelfde zwaartepunt; 

2. denzelfden hoek van Brocard, wijl de inhouden van 
de eersten, zoowel als de som der kwadraten kunner zijden 
het zevenvoud zijn van die van AL. 

Voor uitbreiding is de stelling natuurlijk vatbaar. 


A. 0., Mathesis 1907. Note 28. Q. 
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Boekbespreking, 


J. A. BARRAU, Bijdrage tot de theorie der configwraties. 
Academisch proefschrift. Amsterdam 1907. 


Er wordt, inzonderheid door onze vindingrijke „broeders 
van overzee”, de Amerikanen, jaarlijks voor een aanzienlijk 
bedrag aan een artikel ter markt gebracht, dat schijnbaar 
met alle economische en psychologische wetten in strijd is: 
immers het veroorzaakt den kooper slechts veel moeite en 
hoofdbrekens zonder eenig tastbaar nut of voordeel.... en 
toch wordt het gekocht, n.l.: dé „puzzles”. Natuurlijk, ik, 
weet het wel, het is heel dwaas en kinderachtig aan zulk 
„speelgoed voor volwassenen” zijn tijd te verbeuzelen, en 
toch, laat ik het maar bekennen, ik heb mij menigmaal 
door een verleidelijk opschrift als: „it can be done — it's 
lots of fun — you'll say so, if you've once begun!” laten 
overhalen om het eens „eventjes te probeeren”, om telkens 
opnieuw te ondervinden, dat de mystieke aantrekkingskracht 
van die blokjes of iĳjzerdraadjes of knoopjes mij weer te 
machtig werd, en ik de vrije beschikking over mijn vrijen 
tijd niet weer terug kon krijgen, eer ik „het had”’! 

De lezer, die er mij om uitlacht, moge eens „eventjes 
probeeren”, twee viervlakken zóo te plaatsen, dat de 
hoekpunten van een in de zijvlakken van het andere liggen, 
en als hij het gevonden heeft, zijn krachten eens aan vier 
viervlakken beproeven, die twee aan twee aldus gelegen 
zijn! Ik verzeker hen: „ist can be done”: de eerste „puzzle” 
is de configuratie (8,, 84) (of kortweg: cf. (84)), d. w. z.: 
een samenstel van acht punten, die elk in vier vlakken 
liggen, en tevens van acht vlakken, die elk wier dezer 
punten bevatten, en de tweede de cf. (16,), een heel beroem- 
de nog wel, die van Kummer!): een configuratie met een 
eigen, eerbiedwekkende litteratuur, en „familie van allerlei 
eerbiedwaardige mathematische „Grossmächte; als projecti- 
viteit en lijn-complexen en quartische oppervlakken ! 

En toch, hoe deftig en wetenschappelijk ze zich ook 
mogen voordoen, die configuraties — als „puzzles” als 


1) Barrau, S 24 v‚v. 
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„wiskonstige vermakelijkheden” zijn zij hun loopbaan be- 
gonnen, en.... ze behoeven er zich niet voor te schamen. 
Inderdaad, het wil er niet bij mij in, dat die sterke be- 
koring, die er van zulke scherp belijnde, schijnbaar een- 
voudige problemen uit kan gaan, geheel doelloos en zonder 
beteekenis zou zijn, ook al valt er geen dadelijk nut of 
belang aan te ontdekken. Zou die beteekenis niet hierin 
kunnen gelegen zijn, dat ieder „it can be done” zijn diep- 
sten grond moet hebben in het wezen van het menschelijk 
kenvermogen, waarin immers alle „tal en maat” en dus 
alle regelmaat en noodzakelijkheid hun oorsprong vinden? 
Zou niet de eigen geest het eigenlijke voorwerp onzer studie 
zijn, zoowel wanneer wij een differentiaal vergelijking trachten 
te integreeren, als wanneer wij een hezagramma mysticum 4) 
willen construeeren of een Gordiaansche knoop ontwarren? 
Dit zou dan tevens een verklaring kunnen geven van het 
feit, dat zoo vele dergelijke „tijdpasseeringen” later zijn 
gebleken met de gewichtigste wiskundige problemen in 
nauw verband te staan. De „Geometria situs” en de „ana- 
lysis situs”’, de „combinatieleer” en de „kansrekening”, ja 
zelfs de groepentheorie” en de „leer der puntverzamelin- 
gen” hebben alle veel te danken gehad aan de ijverige en 
geduldige oplossers van dergelijke „puzzle-achtige”’ problemen. 

De Heer Barrau maakt de opmerking dat de „belangstel- 
lings-curve” voor het vraagstuk der configuraties, sedert 
de tachtigerjaren, toen zij zulk een belangrijke hoogte be- 
reikte, meer en meer is gedaald, „men zou zeggen met 
eene neiging in de richting van „voor goed” ” doch tevens, 
dat hij overtuigd is, dat dit probleem nog velerlei toepas- 
sing, zoowel zuiver meetkunstige als meer algemeen-mathe- 
matische toelaat, en dus wel in staat is nieuwe belang- 
stelling te wekken. Tot dit laatste zal zijn eigen degelijke 
en heldere monographie zeer zeker bijdragen, vooral omdat 
zij niet alleen het reeds zoo overvloedig voorhanden 
„materiaal’” ordent, doch de verschillende methoden en be- 
grippen het meest op den voorgrond doet treden; niet min- 
der ook, omdat de schrijver voortdurend streeft, naar een 
„wijdere formuleering”, een ruimere opvatting van het 
vraagstuk. Zoo vestigt hij b.v. telkens de aandacht op de 
Z. 8. „onmogelijke” configuraties, die gewoonlijk als onbe- 
langrijk ter zijde gelaten worden, en toch wellicht nog 


1) Barrau, p. 7. 
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voor velerlei vruchtdragende toepassing vatbaar zullen blijken. 
Wij denken hierbij hoofdzakelijk aan de grondslagen der 
meetkunde, een gebied, dat meer en meer met dat der 
configuraties ineen blijkt te loopen. Is niet de „mogelijkheid” 
der ef. (103) van Desargues gebleken het postulaat te zijn, 
dat noodig en voldoende is om de projectieve meetkunde 
der rechte lijnen in het platte vlak op te bouwen, zonder 
van de ruimte gebruik te maken? En ligt dan de vraag niet 
voor de hand, of de „onmogelijkheid” van configuraties als 
de ef. (73) in punten en rechten (m.a.w. de „onmogelijk- 
heid” om op de zijden van een driehoek drie punten te 
vinden, die collineair zijn, terwijl toch hun verbindings- 
lijnen met de overstaande hoekpunten elkaar in éen punt 
snijden), slechts betrekkelijk genoemd moeten worden, en 
wij evengoed de mogelijkheid van deze of andere cff. in 
plaats van die van Desargues zouden kunnen postuleeren, 
zij. het ook dat de verkregen „meetkunde” geen „vlakke” 
meer zou zijn ? 

Doch hoe dit ook zij, het lijdt geen twijfel, of ieder, 
die zich, uit welken hoofde dan ook, tot de theorie der 
configuraties voelt aangetrokken, zal in het werkje van 
den Heer Barrau een welkomen en bekwamen gids vinden. 

G. MANNOURY. 


JraN Mascarr. ZL’ Heure à Paris. Gauthier. Villars, 
Paris 1907. 

In dezen overdruk uit de Revue du Mois geeft de heer 
M. een overzicht van de hulpmiddelen, waarmede men den 
tijd trachtte te bepalen, bespreekt den dag, zooals ze door 
sterrekundigen, en zooals ze in het dagelijks leven wordt 
opgevat, en deelt de inrichting mede, waardoor een aantal 
uurwerken te Parijs geregeld worden van uit het Obser- 
vatoire. EJ VES: 


M. Sruyvarrt. (Cinq Etudes de Géométrie Analytique. 
Applications diverses de la théorie des matrices et de l'éli- 
mination. Ouvrage couronné par Académie Royale de 
Belgique (Prix Francois Deruyts). Extrait des Mémoires 
de la Société Royale des Sciences de Liège. Gand, E. van 
Goethem, 1908. 

De schrijver betreedt een geheel nieuw veld van onder- 
zoek, waarop door hem reeds gewezen was in een der 
stellingen van zijn dissertatie. De theorie van de eliminatie 
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tusschen twee algebraische vergelijkingen, onderstelt steeds 
slechts één gemeenschappelijken wortel; schr. onderzoekt 
nu vergelijkingen, die meer dan éen wortel gemeen hebben. 

De aanwezigheid van twee zulke wortels blijkt uit het 
nul worden van een matrix met / rijen en / + 1 kolom- 
men. Wanneer de elementen daarvan van bepaalden vorm 
zijn, heeft men te doen met een verzameling punten of 
wel met een kromme lijn; in de eerste studie (getiteld: 
Applications géométriques de la théorie des matrices) onder- 
zoekt schr. krommen van verschillenden graad, en daar- 
mede in verband staande onderwerpen (la cubique gauche; 
courbe du sixieme ordre, du dixième ordre, d'ordre 


141) 
2 


d'un système de surfaces; lieux géométriques; enveloppes; 
multisécantes des courbes rationelles; coniques multisécan- 
tes des courbes gauches; application à l'espace à quatre 
dimensions). 

De tweede studie: Congruences de variétés algébriques 
annulant des matrices, geeft een uitbreiding, doordien de 
elementen eener matrix twee reeksen veranderlijken bevat- 
ten; de derde studie: La théorie des matrices dans l'espace 
réglé, behandelt in weinige bladzijden, wat er plaats heeft 
bij het optreden van 5 of meer veranderlijken; schr. wil 
deze studie later uitbreiden. 

De vierde studie: Sur une forme doublement quadrique 
binaire et symétrique, dient als inleiding tot de vijfde: 
Quadrilatères de Steiner dans certaines courbes et surfaces 
algébrigues, waarbij in de laatste paragraaf ook nog het 
gebied der nomografie betreden wordt. 


‚ Cinquième, septième, neuvième ordre; jacobienne 


In verband met het voorgaande kan gewezen worden op 
een verhandeling van denzelfden schrijver in de Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo, Tome XXVI, Anno 
1908, getiteld: Deuxième Congruence linéaire de cubiques 
gauches. 


W. J. HeypEMAN. Herhalingsboek der lagere Wiskunde. 
Rekenkunde en Algebra. OC. F. Sierig, Amsterdam 1908. 
400 bladz. f 3.50, geb. f 3.90. 


Is de titel van dit boek met opzet onjuist gekozen 
om de aandacht van velen er op te vestigen, die door een 
juisten titel zouden worden afgeschrikt’? 
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Men verwacht de eigenschappen te vinden van de ge- 
wone rekenkunde en algebra, doch het blijkt, dat het 
boek veel verder gaat, en ook getallenleer en hoogere 
algebra omvat. 

De inrichting is eenigzins als die van een Woordenboek 
of Encyclopaedie: in de marge vindt men een enkel woord, 
bijv. Logarithmen, Verkorte worteltrekking, Fermat, en 
daarnaast een beknopte mededeeling van de eigenschappen 
van log., behandeling van de verk. worteltr., vermelding 
van de nog onbewezen stelling van Fermat. De onderwer- 
pen zijn niet alfabetisch gerangschikt, maar volgen in ge- 
wenschte volgorde op elkander. 

Men kan dus bijv. de theorie der determinanten in be- 
knopten vorm doorlezen. Het doel van dit boek is om te 
worden gebruikt door hen, die nog eens willen herhalen, 
wat ze vroeger geleerd hebben. In ’t bijzonder richt het 
zich tot personen, die een examen moeten afleggen zooals 
K 1, of een eerste examen aan een Universiteit; daarvoor 
is het zeer geschikt. Bij het oplossen van vraagstukken 
zou men het boek bijwijze van dictionnaire kunnen ge- 
bruiken. Hier en daar zijn enkele bijzonderheden vermeld 
omtrent personen, of is een verklaring gegeven van het 
ontstaan van een of ander woord, zaken, die men gewoon- 
lijk niet in leer- of handboeken vermeld vindt. 

Ook voor wie niet juist voor een examen werkt, kan 
het boek veel gemak en nut geven. F. J. VAES. 


Dr. R. H. v. Dorsten. Réfutation d'une critique adresseé 
dà Jean de Witt. 

In het Archief voor de Verzekeringswetenschap en aan- 
verwante vakken, Maart 1908, neemt de heer v. D. den 
handschoen op voor Johan de Witt, onzen staatsman- 
wiskundige, tegenover de beschuldiging van onduidelijkheid 
en onjuistheid door G. Eneström, en weerlegt diens bewe- 
ringen. EJM 


J. VersLuys. Inleiding tot de miewwere meetkunde van den 
driehoek. Amsterdam, A. Versluys, 1908. f 1.00. 

De heer V. geeft in beknopten vorm een overzicht van 
die meetkunde, waarbij de negenpuntscirkel, isogonale 
lijnen, symmedianen, isotomische lijnen, de cirkels van 
Lemoine en Brocard, de cosinuscirkel, het werkstuk van 
Malfatti, en de rechte van Gauss ter sprake komen. Vooraf 
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gaat een vermelding van de merkwaardige punten van een 
driehoek, de lijn van Wallace, en den voetpuntsdriehoek. 
Bev AnS. 


Tafels van Dr. A. L. Crelle. Van deze tafels, die alle 
producten aangeven van twee getallen van 1 tot 1000, is 
een nieuwe uitgaaf verschenen in duitsch en fransch (de 
laatste bij Gauthier-Villars te Parijs. 19 frs). 

Het formaat is grooter dan vroeger; het afdrukken is 
geschied met stereotypieplaten, (waardoor fouten tijdens 
het afdrukken bijv. wegvallen van cijfers, vermeden worden) 
de cijfers zijn staartcijfers geworden (die rustiger zijn dan 
gewone typen). Om het gemakkelijker zoeken te bevorderen 
is na elke 3 regels een dunne streep aangebracht, terwijl 
de 10-vouden tusschen twee dikke strepen staan. 

Het hoofd van elke tabel is ook nog weder aan den voet 
herhaald. 

De inrichting gelijkt dus op die van onze logarithmen- 
tafels. R. 


G. Minver. Third Report on recent progress in the theory 
of groups of fimte order. 

Phe Groups which are generated by two operators of orders 
two and four respectively whose commutator is of order two. 

Het eerste is een afdruk uit het Bulletin of the American 
Mathematical Society, 1907; het tweede uit de Proceedings 
of the American Philosophical Society, 1907. 

Het eerste sluit aan bij een verslag omtrent de groepen- 
theorie, in 1902 opgenomen in het Bulletin; het geeft niet 
een bloote opsomming van verschenen werken en verhan- 
delingen, maar ook het verband tusschen eenige op zich 
zelf staande onderzoekingen. jan 


VRAAGSTUKKEN, ® 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 Maart 1909. Niewwe opgaven, vergezeld van 
de oplossingen, worden gaarne ingewacht. 


*) In Vraagstuk 221, 4en jaargang, bladz. 266, staat evenwijdig, lees 
evenredig. 

Daar de voorraad Vraagstukken opraakt, houdt de Redactie 
zich zeer aanbevolen voor nieuwe opgaven. 
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Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk 
vel papier te nemen). 


236. Twee cirkels snijden elkaar in A en B. Men ver- 
bindt een veranderlijk punt P op den eenen cirkel met A 
en met B; de verbindende lijnen snijden den tweeden cirkel 
nog in a en in b. Men vraagt: 

a. De omhullende van ab. 

b. De m. pl. van het snijpunt van Ab met aB. 

c. De m. pl. van het middelpunt van den omgeschreven 

cirkel van A Pab. 

d. De m. pl. van zijn orthocentrum. 

e. De verandering in grootte van A Pab na te gaan. 

De m. pl. van het midden der lijn die de middens 
der lijnen Ab en aB verbindt. 

’s Hertogenbosch. C. A. Crkor. 


237. Het stereometrisch analogon van de vorige vraag 
wat betreft: a, b, c en €. C. A. Crikor. 


258. In een ellips een middellijn zóó trekken dat, als 
men de ééne ellipshelft op de andere helft vouwt, het 
gemeenschappelijk stuk minimum zij. C. A. Cikor. 


2839. Van de kegelsnede N; Ns + p N3 = 0, waarin N; == 0, 
Ns =o0, Ng = 0 normaalvergelijkingen van rechten zijn, de 
elementen te bepalen. 

Kampen. J. V. D. GRIEND Jr. 


240. Een veranderlijke geliĳjkbeenige driehoek beweegt 
zich zoodanig, dat de uiteinden van een der beenen AC 
twee gegeven rechten a en c doorloopen, de projectie van 
dit been op een dezer rechten a dezelfde grootte blijft be- 
houden en het andere been BA evenwijdig blijft aan een 
gegeven richting. 

Bepaal de meetkundige plaats van het derde hoekpunt. 

J. V. D. GRIEND Jr. 


241. In een willekeurig punt P eener kegelsnede (ellips, 
hyperbool, parabool) trekt men de normaal, die de groote 
as in Q snijdt. De projectie van PQ op een der voerstralen 
van P is constant en gelijk aan den parameter. 

Men vraagt dit meetkundig te bewijzen. 

Amsterdam. J. GROOTEN. 
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242, Men vraagt meetkundig te bewijzen, dat een gelijk- 
zijdig viervlak niet door stomphoekige driehoeken, begrensd 
kan worden. 


den Haag. Dr. N. Quint. 
245. De volgende uitdrukking te zoeken: 
lim. 
Vl 4 Vrt —4 dn? IL H.H Wrn*—(n— 1)? 
n? 
ais n= OO 
Chimay (België). Dr. J. Rose. 
244. Te bewijzen, dat de omtrek van den voetpunts- 
driehoek van A ABC gelijk is aan Ze Dr. J. ROSE. 


245. L en N zijn het punt van Gergonne en het punt 
van Nagel van een driehoek ABC. De rechten AL, BL, CL; 
AN, BN, CN snijden de tegenovergestelde zijden in A;, B; C45 
Ao, Bo, Co. Te bewijzen 

a Bee LC Name NBe NC 4R 


En LON Ap AN Bald NC re) 
zijnde R en r de stralen van den om- en ingeschreven 
cirkel. 

Het punt van Gergonne is het snijpunt van de lijnen, 
die een hoekpunt verbinden met een raakpunt van den 
ingeschreven cirkel. Het punt van Nagel is vermeld in 
W.T. 3en jg., bladz. 59. Droals ROSE. 


246. a) Gegeven 2 rakende cirkels. Op de gemeenschap- 
pelijke raaklijn als as, en met het raakpunt als top be- 
schrijft men een parabool. Bewijs, dat de snijpunten der 
2 poollijnen van willekeurige punten der parabool ten op- 
zichte der 2 cirkels, op een rechte liggen. 

b. Vervangt men de parabool door een rechte, gaande 
door het raakpunt, dan zullen de snijpunten der poollijnen 
van willekeurige punten der rechte ten opzichte der 2 
cirkels eveneens op een rechte liggen. 


Nijmegen (Canisius-college). - J. TUMMERS. 
_- 247, Bewijs: | cos 2 « cos (u 4-3) _ cos(a + B) 
Aj =leosle +9) cos2p COS (B H- 7) | —=0. 


cos(a +7) cos(P +7) cosÀ27 
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en leid hieruit af voor het geval dat a + 9 + 7 ==, 


cos 2 a — COS 7 —- COS Î 
dat Ag==|f— cos 7 COS 2 — CcOsa |= 0, 
— COS — COS a COS 2 7 
J. TUMMERS. 


248. Integreeren: 
22 EU ta UL terar ye cosare 
Nijmegen. J. J. WESTENDORP. 


249. Te On de differentiaalvergelijking 


dh 
Sgr U 4qy=0, 
als P en Q functies van x ae die voldoen aan 


J. J. WESTENDORP. 


250. Bepaal de waarde van 
1 1 


he, mn 
| n° (l—x) 1 dx. Me 
0 


J. J. WESTENDORP. 


Nieuw verschenen werken. ’ 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgave van A. Versluys, Amsterdam. 
J. VERSLUYS. Inleiding tot de nieuwere meetkunde van 
den driehoek. 1908. f 1.00 
Uitgave van C. F. Sierig, Amsterdam. 
W.J. HEYDEMAN. Herhalingsboek der Lagere Wiskunde. 
Rekenkunde en Algebra. f 3.50, geb. f 3.90. 
Uitgave van M. G. Vattier Kraane, Tilburg. 


K. BES. Bijdragen tot de Geschiedenis en de Theorie van 
het Boekhouden ten dienste van hen, die zich voorbe- 
reiden voor een examen. Tweede, veel vermeerderde en 
verbeterde druk. 1908. f 2.40. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen bespreking gegeven. 
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Indeelingen 


DOOR 


F. J. VAES (Rotterdam). 


(Vervolg van bladz. 86, Zen jaargang). 
ELLIPS-CONCHOÏDE. 


17. In een verhandeling, getiteld : La conchoïde elliptique et 
les courbes, qui en dérivent, is door Prof. Dr. J. Cardinaal 
in Teylers Archieven, serie Il, band VIII, 2e deel, 1902 
een kromme lijn bestudeerd, die op dezelfde wijze uit een 
ellips ontstaat als de limacon uit den cirkel. Het vaste 
punt is daarbij steeds genomen in een der uiteinden van 
de kleine as. 

Evenals bij de limacon liggen de merkwaardige punten 
van de kromme steeds in de nabijheid van het vaste punt. 
In de figuren 26 en 2/ is daarom telkens een gedeelte van 
de kromme en van de ellips aangegeven; de rechte lijn is 
daarbij de kleine as. 


De vorm van de ellips heeft invloed op den vorm van 
de conchoïde, terwijl ook de uitgezette lengte zeer sterk 
haar invloed doet gelden. 

De letters a, b, c, en / zijn in de verhandeling gebruikt 
voor de halve groote as, de halve kleine as, den halven 

Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang. 3 
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afstand der brandpunten, en de uitgezette lengte, terwijl 
het vaste punt O is genoemd. 

18. Dat waarden /<{Z, == of > 2b moeten beschouwd wor- 
den, valt vanzelf in het oog, doch ook moet er op gelet 
worden of uit het vaste punt slechts één normaal, of wel 
twee normalen van de ellips kunnen worden getrokken. 
In het eerste geval ligt het vaste punt buiten den osculatie- 
cirkel in het tegenoverliggende uiteinde van de kleine as, 
in het tweede geval er binnen, en men zal dus over een 
klein gedeelte van de ellips-conchoïde eenige overeenkomst 
hebben met de cirkel-conchoïden voor welke b >> a resp. 
b <a is (N°. 9, bl. 76, 2en jaargang). 


Daar de straal van den bedoelden osculatiecirkel z is, 
zal men er op moeten letten of de ellips zoodanig gekozen 
IS, dabr4b <<, afie ea of wat hetzelfde is a >, ==, 
Bree 0 SEEN TAAL van deze gevallen “ob Ln 


Fig. 27. 


Men heeft dus de 3 groepen: 
toa 2205 Il a —= 2D, Hate Ae 
en daarbij waarden van / als volgt: 
Et De bn ee (groep 1), 4 reëele raaklijnen in O (in de 


diagrammen, fig. 28 en 29, aangegeven door Ic). 


1) De gevallen IT en III zijn juist andersom gekozen dan in de 
genoemde verhandeling, met het oog op de volgorde in tabel en 
diagram. 
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. l<?2b (IL, II, HD), 2 reëele en 2 imaginaire raaklijnen 
in O (la, la, IIIa). 


2 
> (L, II, UID, 4 imaginaire raaklijnen in O (le, 


Ile, Ue). 

. {== 2b (TD), 2 reëele raaklijnen en 1 keerpuntraakliĳn in 
O (Lb). 

. tl —= 2b ([II), 2 imaginaire raaklijnen en 1 keerpunt- 
raaklijn in O (IIIb). 


Ô | 
GEEN 5 (I), 2 reëele keerpuntraaklijnen in O (Id). 


2 
BEES ES (HD), 2 imaginaire „ 8 „ 0 (IIId). 
8. Ll —= 2b (ID), 1 dubbel te rekenen keerpuntraaklijn in O 


(punt F). 


Daarvan is een indeelingsdiagram geteekend (fig. 28) als 


volgt: 


OA =0C =a is willekeurig gekozen, en OB zoodanig 
dat a? =2 X OB? (cirkel OB rakend aan lijn CA). 
„Voor groep ÌI is b < OB. 


Neemt men OD == b, CE (op CD) —= 2b, en CH, 


dan ontstaat een 
kromme lijn als 
grens van 2 ge- 
bieden, waar / < 2b 
en l > 2b, en een 


krômme Jd = — 


eveneens als grens 

van twee gebieden. 
Voor de lijn CB 

Bnr 0.2 

is Rij 2b (over- 


eenkomend met 
«2 — 2b?). 
Rt a? 
De lijn l = — 


c 
raakt in O aan AB, 


GTO, 
B IT be: 


2 
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en aan de lijn / = 2b in het punt F, waar ze de lijn CB 
snijden (CF == CA). 

In bovenvermelde verhandeling is voor de 
ruimte Illc geen kenmerk aangegeven, terwijl 
de ruimten la, la, Illa, en evenzoo delle le 
als éen geheel zijn beschouwd. Oorzaak hier- 
van is, dat het aantal raaklijnen als kenmerk 
is gekozen; men kan onmiddellĳĳk de ruimte 
lc invullen, en de andere van elkander onder- 
scheiden, wanneer men let op de buigpunten. 

19. Ook in het driehoekige diagram (fig. 29) blijkt dit 


2 
duidelijk. De lijn l= is daar gesloten. Een gedeelte 


van fig. 29 is in fig. 30 vergroot aangegeven. 
Onmiddellijk ziet men, dat de open ruimte van den drie- 
hoek moet worden ingenomen door die ellipsconchoïden, 


Fig. 29. Fig. 30. 


waarbij het vaste punt in een der uiteinden van de groote 
as ligt, terwijl de lijn ab de cirkel-limacons bevat met 
het vaste punt op den cirkelomtrek. Men kan dus op die 
lijn schrijven IVa, b en c voor de limagon met lus, keer- 
punt en buigpunten, en verder de ruimte onder die lijn 
invullen met V a, b en c,‚ geldende voor ellipsconchoïden 
met lus, keerpunt en buigpunten. Er is dus blijkbaar 
continuïteit: op de lijn / == 2b liggen keerpunten bij alle 
drie de hoofdtypen, aan de eene zijde van die lijn liggen 
de krommen met dubbelpunten met lus, aan de andere 
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zijde de krommen, die geheel buiten ellips of cirkel liggen, 
en die dus buigpunten kunnen hebben met dubbelraaklijn. 

In het eerste diagram (fig. 28) zijn IV en V ook aan te 
wijzen; zij vallen daarbij echter niet zoo onmiddellijk in 
het oog als in fig. 29. 

Evenals bij de cirkel-limacon, kan ook hier worden nagegaan 
wanneer de buigpunten samenvallen; het onderzoek wordt 
zeer vereenvoudigd, wanneer men opmerkt, dat men daar- 
voor de ellips kan vervangen door zijn osculatiecirkel, 
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waarvan de straal Ola IS. 


Men heeft dus het in N°, 9, VII, 1e, bladz. 81, 2en jg., 

c? 

eh 
c? 

+ b, zoodat 4 : 2b = 2b: (v— 5). of 


vermelde toetepassen voor een straal afstand vaste punt 


c? 


tot middelpunt D 


l=-—_— , een waarde die in de genoemde verhandeling 


(bl. 18) op geheel andere wijze optreedt. 


De (gestipte) kromme lijn, welke die waarde aangeeft 
geldt blijkbaar voor de drie hoofdtypen te zamen; zij loopt 
door de ruimten Ia, Ille, [IIe, Vc, door het punt IIb, en 
door het punt a—=b, l—=4b. 

Om het punt, waar ze den tak IIId snijdt, te bepalen, 
kan men aan a een zekere waarde geven, bijv. 2. Met 
behulp van een rekenliniaal vindt men dan spoedig b= 1.915, 
(zoodat a — 1.044 b) en daaruit / —= 3.54. 

Alle verschillende vormen van kromme lijnen zijn samen- 
gevoegd in de volgende tabel. 


20. Bij alle diagrammen (fig. 1, 4, 7, 25, 28, 29) is er 
een continue overgang van het eene gebied naar het andere. 
Bij de ellipsconchoïden spreekt dit zeer duidelijk: twee 
reëele raaklijnen draaien naar elkander toe, vormen éen 
keerpuntraaklijn, en draaien dan weder van elkander af als 
imaginaire raaklijnen. 

Dus de 4 (di. 2 + 2) reëele raaklijnen (le) worden: 

2 reëele + 1 keerpuntraaklijn (1b). 
2 _„ —+-2 imag. raaklijnen (LI, II en IIIg), 
l keerpuntrkl. + 2 imag. „ (1116). 
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Indeeling der Ellipsconchoïden. 


A. a> b 


IL. a? > 2b2 | IL. a? —=2b2 | IL a? <2b? 


Oriit ki e 0D 
Re 
nr 
Mi 
Dae b 


a. U<2b 


b. 


a? 
C. Sr Re 2D GA =S 


2 
LANE 

C 

2 
e hs 


d. 


de AIEE IDD 


ast se 20 


btob A bn 
2 
c. SI c. 1>2b 


4D 
« del 
453 
p. nd 
4b3 
Xe l WC, 
2 
den 
C 
En 
a 
453 
P. l , 
455 
Je / In 
2 
e > 
4b3 
) Gen Pe 
| 455 
Bl 
4b 
AD 


a. l << 4a 


| Bedel | C. a<b 


dll 
b.-l=2b 
Cat 0 
4b3 
« LS ran 
4b3 
ad, beta 
4b3 
HAL PT 
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en de andere zijde rondgaande: 


2 keerpuntraaklijnen (Id). 
2 +2 im. raaklijnen (IL, II en IIIe). 
2 im. keerpuntraaklijnen (IIId). 


Zonder de bijbehoorende kromme lijn te teekenen, kan 
men dus in de ruimte IIIe schrijven: 

l reëele en 1 im. keerpuntraaklijn. 

Op de lijn C A verdwijnen de imaginaire raaklijnen. 


21. Het punt F is overgangspunt van het eene gebied 
op het andere, en van de eene grenslijn op de andere. 

In ’t algemeen kan gezegd worden, dat zulk een dubbel- 
punt in een indeelingsdiagram duidelijker de eigenschappen 
van de samenkomende grenslijnen vereenigt, dan wel die van 
de gebieden. De 2 keerpuntraaklijnen (ld) zijn samengevallen ; 
óf de 2 reëele raaklijnen (1b) zijn samengevallen met de 
reeds aanwezige keerpuntraaklijn; óf de 2 im. raaklijnen 
(IIIb) zijn samengekomen tot een reëele; óf de 2 im. keer- 
puntraaklijnen ([Ild) zijn reöel geworden. 


22. Beschouwt men de ellips als omhullende van zijn 
osculatiecirkels, dan kan men de ellipsconchoïde denken te 
bestaan uit bogen van conchoïden van die cirkels. Dit kan 
worden witgebreid op elke willekeurige kromme. 


DE KROMME (z? — 42)? + (y? — b2)? = cf, 


23. In de figuren 31—37 (die overgenomen zijn uit de 
Analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven van Sal- 
mon—Fiedler) is a > b ondersteld. 

c = 0 geeft vier geïsoleerde punten z = +a, y = + b; 

c << b geeft vier ovalen (fig. 31). 

c == b twee krommen, elk met een dubbelpunt gelegen 
op de z-as (Fig. 32). 

a > ec > b twee krommen, waarbij de dubbelpunten ver- 
vangen zijn door buigpunten (fig. 83). 

Cc —= d& twee krommen, die elkander op de y-as snijden 
(fig. 34). | 


a<{e< Watt bt twee gesloten krommen, waarvan 
de eene binnen de andere ligt (fig. 35). 
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c= Wat + bt één kromme, en een geïsoleerd punt in 
den oorsprong (fig. 36). 
ce << Wat + bt een enkele kromme. 


Fig. 31. Fig. 32. 

Gre iD C == 

Fig. 35. Fig. 36. 

cd c=Wat + bt 
ce Wat + bi 


Wordt b >> a gedacht, dan verwisselen x- en y-as onder- 
ling. In het bijzondere geval c = a =!b 
moet men echter dubbelpunten heb- 
ben, zoowel op de z-as als op de y-as, 
en wel bestaat de kromme dan uit twee 
ellipsen (fig. 37). 

De indeelingsfiguur met b en c-as en 
en constante a (fig. 38) bevat de lijnen 


UN bemeten ALE nt RP Geha, 4 | 
Oi Cd Dt OC Gen 


Fig. 38. 
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en geeft 26 vormen, waarvan echter sommige door verwis- 
selen van van x en y-as uit elkander ontstaan kunnen. 

Fig. 39 is dezelfde teekening voor driehoekige coördinaten. 
Daaruit blijkt (wat uit fig. 38 niet mogelijk is) 1° dat nog 
5 vormen 27, 28, 29, 50, 81 kunnen worden aangegeven ; 
(zie Tabel); 2° de gelijkheid in vorm (bij verwisseling van x 
met 4) van 26 met 24, 22 met 20, 19 met 17, 16 met 12, 
15 en 8, 14 en 7, 10 en 6, 
4 en 2, 28 en 28, 29 en 11, 
30 en 5, 81 en 1, zoodat 
er 19 verschillende vormen 
zijn. 

(De kromme lijn in fig. 
39 moet sterker bocht heb- 
ben, dan aangegeven is. 
Er zou dan echter geen 
plaats zijn geweest voor 
de getallen). 

Met behulp van fig. 38 
of 39 kan men gemakkelijk 
een tabellarisch overzicht | 
geven van de verschillende Fig. 839,1) 
vormen; zie bladz. 42. 

De kromme lijn (@? — a?)? + (y? — b2}? = cf staat in 
nauw verband met de krommen 

w2 HAP)? + Wy? — b2)? = ct, en 
W? — 02)? + (YP +0)? =d. 

Men zie daaromtrent een voordracht van Schr. op het 

Ned. Natuur- en Geneeskundig Congres 1908. 


OPMERKING OMTRENT DE DIAGRAMMEN. 2) 


24. Een opmerking omtrent de samenstelling der diagram- 
men moge hier worden ingelascht. Uit het behandelde is reeds 
duidelijk te zien, welk een belangrijke plaats moet worden 
toegekend aan het driehoekige diagram. 

Ten 1e komen de drie veranderlijken daarin op geheel 
dezelfde wijze voor, zoodat men niet behoeft te zoeken, 


1) In de figuur isiNO. 26 uitgevallen. 
2) Men zie ook NO. 21, bladz. 39, 


== 


pe oak 


eee 


a DR 


eo R 


Bo NS 


aaa 


SOS WR 


DN Po R 
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. ec = 0 (vier geïsoleerde punten). 
b==i0 | 


0 Dn 


Dil 
borg, 
1d 


Dd: 
Det Ne (gt 3) 


be Sie (fig, 32). 
dees € (fie. 31). 


bes dà, 
beu: 
ELL, EEE 
END. 
b <a (fig. 34). 
b —= a (fig. 37). à 
Dv 
IV. Wat + bt > Ce > a (fig. 35). 
Gab 
Bert IN 
da, DA 
LID arr 
ED 
er DE 
V. c = Wat + bf (fig. 36). 
Detd: 
Oi B: 
rm 
VL. ec = Wat + bf. 
DD: 
bres de 
Ots 1E 
De 
Mr a ==. 
Ea 
sip 
er 
sb 
0 


43 


aan welk der drie de voorkeur moet worden gegeven, 
zooals bij het teekenen van een diagram op rechthoekige 
coördinaten. 

Ten 2e brengt men het oneindige binnen de grenzen der 
der teekening; immers de drie hoekpunten in fig.39 blz. 
geven achtereenvolgens 
b=o0, c=0, d. w.z. a oneindig groot ten opzichte van b en c. 
br Eend » b ’ » » » zen whe 
q=0, bo, ” C » NAD DN 

Feitelijk is dit een noodzakelijk gevolg van le, want 
indien een der drie bij oneindig worden een punt in het 
oneindige zou geven, moesten ze dit alle drie doen, en 
zou het diagram naar alle zijden onbegrensd zijn. 

Ten 3e kan men diagrammen samenvoegen. Men kan bijv. 
de figuren 25 blz. 85, 2en je., en 29 blz. 36 doen samen- 
hangen volgens de lijn a=b, terwijl de beide vakken lood- 
recht op elkander staan. 

Dit geeft aanleiding tot verdere beschouwingen. Men kan 
nl. door het punt a=o0, b=o een vlak brengen loodrecht 
op het vlak van die fig. 29, en daarin een gelijkzijdigen 
driehoek teekenen, waarvan de snĳlijn der beide vlakken 
hoogtelijn is. Is voor de sniĳlijn b—=na dan kan die drie- 
hoek beschouwd worden als bevattende ellipsconchoïden, 
waarvoor het vaste punt niet meer in een der uiteinden 
van de kleine as ligt, doch op de kleine as binnen of buiten 
de ellips op een afstand van het middelpunt, gelijk aan 
n X de halve kleine as. 

(Men denke om het verschil in beteekenis van de letters 
a en bin fig. 25 en 29). 

Dan is een ruimtediagram, verkregen. 

Een ander ruimtediagram zou gevormd kunnen worden, 
door teekeningen als fig. 29 voor verschillende ligging van 
het vaste punt op elkander te stapelen, zoodat een prisma 
gevormd wordt, of door regelmatige afname in grootte, een 
pyramide (viervlak). Als bijzondere vaste punten komen in 
aanmerking de keerpunten van de evolute van de ellips, 
terwijl punten in de nabijheid van het uiteinde van een 
der assen bijzonderheden zullen geven analoog aan die van 
fig. 21—24 blz. 83, 2en je.; er zal blijken, dat de cirkel 
met straal / uit het uiteinde der as beschreven, noodzake- 
lijk deel uitmaakt van de ellipsconchoïde. 


Zijn er vier veranderliĳjken dan kan men als ruimtedia- 
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gram een regelmatig viervlak kiezen. De afstanden van een 
punt tot de vier zijvlakken verhouden zich dan als de 
veranderlijken. Dit werd door Schr. uitgevoerd voor stan- 
genvierhoeken. 

Ook in de volgende $ komt zulk een ruimtefiguur ter 
sprake. 


CISSOIDE. 


25. Met cissoïde wordt meestal slechts één vorm bedoeld, 
nl. de cissoïde van Diocles. Men kan echter verschillende 
vormen verkrijgen }): 

le door de stukken, die men op de voerstralen uitzet 
van af de richtlijn niet gelijk te nemen aan de koorde van 
den cirkel, doch evenredig er mede. Dit komt dus daarop 
neer, dat men den cirkel verkleint of vergroot met het 
vaste punt als gelijkvormigheidspunt; 

2e door niet de koorden zelve uit te zetten, maar een 
koorde die er een gegeven hoek « mede maakt. Dit komt 
dus daarop neer, dat men den cirkel om het vaste punt 
een hoek « in tegengestelden zin draait, en dat dus de 
TT 


ET « maakt 


middellijn, die door dat punt gaat een hoek 


met de richtlijn; 

ge door gelijktijdige toepassing van 1e en 2e. 

Bovendien kan men het vaste punt binnen of buiten 
den cirkel kiezen; in het laatste geval verkrijgt men een 
gesloten kromme als men de af te passen stukken ter- 
weerszijden van de richtlijn uitzet. In overeenstemming 
daarmede kan men bij alle andere vormen eveneens de 
stukken ter weerszijden van de richtlijn afzetten. Er kan 
dan gesproken worden van len tak (die het dichtst bij het 
vaste punt komt) en 2en tak. Noemt men den straal van 
den cirkel 7, den afstand van het vaste punt B tot de richt- 
lijn ec, den afstand van B tot het middelpunt A van den 
cirkel b, en den afstand van A tot de richtlijn a, dan kan 
men, 7 constant houdende, voor elke waarde van c een 
diagram teekenen, elk de doorsnede van een ruimte-diagram 
met assen a, b, c, terwijl ook weder een driehoekig diagram 


1) In Spezielle algebraische und transscendenten ebene Kurven van 
Gino Loria, en in Traité des Courbes spéciales remarquables planes 
et gauches van F. Gomes Teixeira, Tome 1, 1908, worden de scheeve 
cissoïden besproken. 
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kan worden genomen voor verschillende waarden van 7. 

Men kan a of c negatief nemen, doch niet gelijktijdig 
(daar men dan een vorm zou verkrijgen behoorende bij een 
positieve a en c), terwijl b en r van zelf steeds positief zijn. 

26. Het ruimtediagram zelve is in fig. 40 voorgesteld. De 
afstanden van een punt tot de grensvlakken van het regel- 
matig viervlak tegenover de punten A, B, C en R ver- 
houden zich als a, b, c en 7. 

D, B, F, H, Ien K zijn de middens der ribben. 

Zijn a en c beide positief, dan is c ten hoogste =a + b, 
zoodat het vlak c=a+-b, nl. REF een ruimte REFC 
afsnijdt, waar binnen geen cissoïden liggen. Bij b=o is 
noodzakelijk c =a, dus van vlak ACR heeft alleen de lijn 
RF beteekenis; zij bevat conchoïden, en wel op FG (a>r) 
die met 4 buigpunten, op GR die met lus, en in G de con- 
choïde (van Nicomedes) met keerpunc. 

Het vlak 7 =o geeft steeds de richtlijn; het vlak c = 0 
en het vlak a —= o geven 
krommen overeenkomend met 
die der aangrenzende ruimten. 

Is b=r (vlak AKC), dan 
snijden de beide takken elkan- 
der op de richtlijn (in het 


punt waar de raaklijn in het BR 

vaste punt de richtlijn snijdt); 4 ) | 
men kan onderstellen, dat er bard dt 
een lus is, die zich in het AE er 


oneindige sluit. ik 

rOOr == ee b (vlak REF) Fie. 40, 
is de a-as lijn van symme- k 
trie; men kan denken, dat de lus zich heeft samengesnoerd, 
en dat er twee keerpunten zijn in het oneindige. 

De zwaartelijn CL, b=r, a —= rr moet de gewone cissoïde 
bevatten, en wel in b (in het grensvlak REF). 

Is b>>r (binnen BACK), dan is de cissoïde een gesloten 
kromme; is b<{r (binnen RACK), dan bestaat Ze uit twee 
takken. 

Buiten het viervlak kunnen punten gekozen worden: 
1°. binnen ruimtehoek A (voor negatieve a), 2°. binnen 
ruimtehoek C (voor negatieve c). 

Om de duidelijkheid niet te schaden is in de figuur alleen 
het viervlak zelve geteekend. 


Da 


zes he 
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Het regelmatige Toovervierkant 


DOOR 


R. H. F. SIKKES. (Velp). 


(Vervolg van pag. 212, 4e jaargang). 


Wij kunnen dus ook hier weder: 

1°, de bijgetallen dier rijen tegen elkander verwisselen, 
die van ad tegen die van ac, welker som beide = 112 is 
(Fig. 19), en die van be tegen die van bd, welker som 
beide —= 88 is; en verkrijgen zoodoende eenen nieuwen 
omtrek, waarvan de getallen in elke der vier rijen natuur- 
lijk eveneens eene som geven van 175, — en daarmede een 
nieuw vierkant. 

Dit is hier echter nog niet alles. 

In den regelmatigen buitenomtrek van dit vierkant (Fig. 19) 
kunnen nog de volgende verwisselingen plaats hebben; 
van de rijen: 


ad ac be bd 
2° 49 en 8 tegen 45 en 12 & 1 en 42 tegen 5 en 38; 
SrdB oe De er 40 LD TE 
4" ABe B 45 pellen AE 
55 48008 Ad, 12 Ae 
64 oan dOr 11 SE Ln 
deren Dern Be oe 12 tse le 
BAT B We Ad IT Sate ON 


Niet alleen derhalve door de geheele verwisseling der 
bijgetallen, maar ook door gedeeltelijke verwisseling der 
tusschengetallen (£) kan men bij dit vierkant nieuwe omtrek- 
ken en daarmede nieuwe vierkanten doen ontstaan; en in 
elk dezer acht vierkanten kunnen dezelfde wisselingen 
plaats vinden, als genoemd zijn onder 1°, 2°, 3°, en 4?, 
betreffende den regelmatigen omtrek, omdat daarbij de tus- 


1) Ik ‘heb hier met opzet onderscheid gemaakt tusschen bijgetallen 
en tusschengetallen, omdat bij de gedeeltelijke verwisseling dezer 
laatste ook de hoofdgetallen (onder 20) daaraan kunnen deelnemen. 
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schengetallen steeds op hunne eigene buitenrij bleven, d. i., 
tusschen dezelfde hoekgetallen. 

In het geheel hebben wij dus 9 verschillende oer-vier- 
kanten, zoodat het aantal storingen van het regelmatige 
dubbele toovervierkant van 7 bedraagt: 9 X 16.588.800 —= 
— 149 299.200! — minus één, daar het regelmatige vier- 
kant zelf onder dit reusachtige getal begrepen is. 


De boven berekende aantallen toovervierkanten worden 
echter nog vergroot met de onregelmatige vierkanten, als 
waarvan Fig. 1, en Fig. A en B (blz. 61) ons een voorbeeld 
geven, en met de verwisselingen, die zij eveneens kunnen 
ondergaan. Bedenkt men echter: 

dat er nog wel meer onregelmatige vierkanten zullen zijn, 
die men elk op zich zelf wel kan berekenen, maar die ons 
brengen in eene donkere, nevelachtige ruimte, daar ons het 
aantal der onregelmatige oer-vierkanten totaal onbekend is; 

dat men hybride vormen kan hebben: combinatieën van 
regelmatigheid en onregelmatigheid, daar’ de omtrek van 
het ingeslotene vierkant van 5 regelmatig zijn kan en 
tegelijkertijd die van het vierkant van 7 onregelmatig en 
omgekeerd, — want elke omtrek staat op zich. zelf en de 
rangschikking zijner getallen is onafhankelijk van die in 
den anderen omtrek; 

dat er bovendien nog de mixta zijn van onregelmatige 
oer-vierkanten ; — 

wanneer men dit alles bedenkt, dan zal men, daar wij, 
wat geen wonder is, reeds duizelig begonnen te worden 
bij zulke reusachtige getallen, ons van verdere berekeningen, 
zelfs waar het storingen betreft van een grooter regelmatig 
vierkant (en wij willen ons immers alleen met regelmatige 
toovervierkanten bezig houden), wel willen verschoonen, 
ter voorkoming van zwaardere psychische stoornissen. 

En daarom, punctum! 


Wij blijven liever binnen de perken en herhalen, ofschoon 
deze ruimte nu juist niet beperkt is (wel afgebakend), dat 
het regelmatige dubbele toovervierkant van 7 kan onder- 
gaan 149.299.199 storingen (een getal, dat gemakkelijk 
te onthouden is: 150—1l, 300—1, 200—1), die allen, in 
weerwil van de bijna tallooze wijzigingen, ééne eigenschap 
gemeen hebben, waardoor zij zich altijd van de onregel- 
matige vierkanten onderscheiden. — 
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Bij alle storingen namelijk, die het regelmatige vierkant 
kan ondergaan, blijven de hoekgetallen steeds de hoekvakken 
innemen; en aan deze getallen kan men dus zien, of een 
niet regelmatig vierkant „gestoord” is, dan wel „onregel- 
matig”. Het kenmerk van het „gestoorde” vierkant is dus 
het volgende: 

1°, De hoekgetallen van den buitenomtrek zijn steeds 
die, welke voor alle vierkanten door dezelfde formules 
worden berekend; en 

2°, Wanneer de hoekgetallen van alle omtrekken hunnen 
normalen stand innemen, of daarin zijn teruggebragt, 
bestaat in de diagonalen steeds de regelmatige toename 
der onevene grondverschillen. — 

Ter herkenning van de „gestoordheid” zijn de hoofdge- 
tallen in de verticale en de horizontale middenrijen van 
geringe waarde, niet zoozeer, omdat zij in alle vierkanten 
aan de verschuiving der tusschengetallen kunnen deelnemen, 
als wel, omdat zij ook hunne eigene buitenrij kunnen ver- 
laten en met de tusschengetallen eener andere buitenrij 
van plaats verwisselen, — die der horizontale middenrij 
reeds bij het vierkant van 7, en die der verticale middenrij 
eerst bij dat van 9 (zooals men bij onderzoek gemakkelijk 
zal vinden). — 

De oorzaak van dit verschijnsel moet gezocht worden in 
den 3den en 4den algemeenen regel (blz. 207 en 208, 4en jg.), 
die zegt, dat er in de diagonalen tusschen het middengetal en 
de overige getallen eene regelmatige toename der grond- 
verschillen bestaat, terwijl in de verticale en de horizontale 
middenrijen die regelmatige toename slechts bestaat tusschen 
de elkander opvolgende getallen. 

In de diagonalen is er dus als het ware een band tusschen 
elk getal en het middengetal en hunne onderlinge betrekking 
is dan ook niet aan verstoring onderhevig, wat met die der 
getallen in de verticale en de horizontale middenrijen wel 
het geval is, waar die band niet bestaat (behalve in het 
vierkant van 8). 

In de verticale middenrij wordt echter, evenals in de 
diagonalen, op de onderlinge verschillen nog invloed uitge- 
oefend door de vierkanten (en wel door de ingeslotene 
vierkanten); in de horizontale middenrij niet meer. In de 
verticale middenrij is dus de zamenhang minder los dan 
in de horizontale; hare hoofdgetallen kunnen dan ook 
hunne buitenrij niet zoo spoedig verlaten (eerst bij het 


rn 
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vierkant van 9), als die der horizontale middenrij (reeds 
bij dat van 7). — 

Van het eigenlijke karakter van het regelmatige dubbele 
toovervierkant: de regelmatige toename der grondverschillen 
(2de algemeene regel, blz. 207), wordt derhalve dat deel het 
best bewaard, ’t welk de toename betreft der onevene 
grondverschillen 1 en 8. Dit geschiedt in de diagonalen 
en de door de formules berekende hoekgetallen zijn, in over- 
dragtelijken zin, de eigenlijke hoeksteenen van het regel- 
matige gebouw. 


Behalve de reeds genoemde punten van gelijkheid in de 
plaatsing der getallen t), is er derhalve tusschen het regel- 


1) Ik wil hier ook nog wijzen op de gelijkheid van twee nog niet 
genoemde getallen in beide vierkanten: het getal beneden het regter 
bovenvak en het derde getal vóór dit vak in de bovenrij (Fig. 30 en 
31). Dit is geen toeval, — 

De oorzaak van de gelijkheid van het eerste getal valt van zelf in 
het oog. Het is het einde der gelijke getallenreeks, die bij beide vier- 
kanten in de horizontale middenrij met 1 begint en in het vak be- 
neden het regter bovenvak eindigt. Dit getal is dus in alle vier- 
kanten gelijk. — 

Het tweede getal is niet in alle vierkäánten gelijk: alleen dan, wan- 
neer „ grooter is dan 7. 

In het enkele vierkant is dit getal af komstig van n? —n +1 (Fig. 6), 
als grondgetal van het quadrant. Dit getal, geplaatst boven het mid- 
n—l n—3 
A pe ed 

2 2 
vakken; en ter bereiking van het derde vak vóór het regter bovenvak 
moet men zich van daaruit eenmaal verplaatsen evenwijdig aan JD 
in de rigting van 4, en daarna evenwijdig aan BC in de rigting van 
B, of m.a. w., moet het grondgetal eenmaal verminderen met „ en 
— 3 n—5 
Re 

n—5 


nemen. Het wordt dus: (@?—n +1) —n + En 


_ Ann Antn-b  2n2-3n—3 


2 2 
In het dubbele vierkant is in de bovenrij het derde bijgetal vóór het 


Inn 8 An —nd-3 
2 2 bud 


9 n2—3 wrd AN 
| , dus eveneens = 2n zn 
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denvak, is dus van de bovenrij verwijderd 


KL 
overigens, dus in 


vakken, telkens met 1 toe- 


regter bovenvak 3 kleiner dan vof ss 


— 38 
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matige enkele en dubbele toovervierkant bovendien nog de 
volgende merkwaardige overeenkomst: 


Dat deze getallen in het enkele en dubbele toovervierkant gelijk 
moeten zijn, blijkt, behalve uit deze algemeene formule, ook uit het 
volgende. De getallen regts naast de bovenhelft der verticale middenrij 
zijn in alle dubbele vierkanten (ook in dat van 3) »— 2 kleiner, dan 
de in die bovenhelft geplaatste hoofdgetallen. Waarom? Het aantal 


ek (blz. 191); en daar 


nu bij de tweede wandeling het bovenmiddengetal bereikt wordt 
langs de bijgetallen in het 2de en 8ste octant en (daartusschen) langs 


ns ng 
2 TEER 2 


bijgetallen van elke groep bedraagt steeds 


het regter bovenvak (Fig. 26), is deze afstand dus 


= De ee Stiens; d. w.z., het getal, waar- 
mede de wandelaar na de uittreding uit het ingeslotene vierkant 
zijne tweede wandeling begint, is n— 2 kleiner dan het hoofdgetal 
nen tl. 

Dit verschil van n— 2 beteekent dus eene vermindering met ” en 
eene toename met 2; en dit kan in het enkele vierkant alleen be- 
reikt worden van uit het door dezelfde formule n° — +1 uitgedrukte 
grondgetal door ééne verplaatsing evenwijdig aan AD in de rigting 
van A, en daarna twee verplaatsingen evenwijdig aan BG in de rig- 
ting van B, d.w.z., 3 klimmingen. Daar nu dit grondgetal zich 10., 
op de verticale middenrij bevindt, en 2%, vlak boven het midden- 
getal, is men na genoemde 8 klimmingen juist aangeland in een vak 
regts naast de verticale middenrij en in het derde vóór het hoekvak, 
wijl door de eene klimming in de rigting van A de afstand van het 
regter bovenvak, dat zich bij elke klimming in de rigting van B ver- 
plaatst, twee vakken toeneemt; — en tevens op de 4de horizontale 
rij boven het middenvak, d. w. z. in de bovenrij van het vierkant 
van 9. 

Bij grooter worden van het enkele vierkant zet zich uit dit vak de 
toename met 1 telkens voort door eene klimming, evenwijdig aan 
de diagonaal BC, waardoor de afstand van het hoekgetal steeds even 
groot blijft; in het dubbele, waar het hoofdgetal n° —n +1 steeds 
het middenvak van de bovenrij inneemt en dus de afstand daarvan 
van het hoekvak bij elke aangroeijing met 1 toeneemt, geschiedt de 
toename met 1 in de rigting van het regter bovenvak telkens met 
één vak, en deze verwijdering van het vak van de verticale middenrij 
bij elke aangroeiĳjing heeft dus geenen invloed op zijnen afstand van 
het hoekvak, en blijft deze ook hier steeds gelijk. — 

Men zal dus inzien: 19, dat de gelijkheid dezer getallen pas kan 
beginnen in het vierkant van 9, daar er in het dubbele vierkant 
minstens 3 bijgetallen moeten voorkomen in elke groep; en het ver- 
schil van ”—2 met n° —n +1 in het enkele door 3 klimmingen 
moet worden bereikt; en 29, dat deze gelijke getallen steeds het 
derde vak vóór het regter bovenvak moeten innemen. — 

Dit in beide vierkanten gelijke getal kan ook met behulp van 
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In beide vierkanten blijven, welke storingen zij ook mogen 
ondergaan, de getallen der diagonalen steeds op de diagonalen ; 
maar met dit onderscheid, dat: in het enkele toovervierkant 
elke diagonaal steeds hare eigene getallen behoudt; — in het 
dubbele daarentegen, waar de getallen van de eene diagonaal 
in de andere kunnen overgaan, beide diagonalen te zamen 
hare getallen behouden; — 

een gevolg van het feit, dat in het enkele toovervierkant 
de beide vierkanten van n en 1 gescheiden zijn, en ook in 
hunne heerschappij gescheiden blijven; maar dat in het dub- 
bele toovervierkant die heerschappij zich over de beide diago- 
nalen verdeelt, daar elk ingesloten vierkant, behalve dat 
van 1, heerscht als vierkant van n in de eene diagonaal en 
als ingesloten vierkant in de andere. 


Uit de vermeerdering van de getallen der ingeslotene 
vierkanten met verschillende bedragen heeft men zeker 
alreeds vermoed, dat men, zonder de eigenschappen van 
het dubbele toovervierkant te veranderen, de getallen daar- 
van met elk willekeurig bedrag kan vermeerderen. Dit is 
inderdaad het geval en niet alleen bij het dubbele, maar 
ook bij het enkele toovervierkant, want ook hier ondergaat 
de wijze van klimming en daling der getallen daardoor 
geene verandering. Men kan dus in beide naar willekeur 
beginnen met 1, 2, 8, 4, enz. 

Maar men kan de getallen natuurlijk eveneens met elk 
willekeurig bedrag verminderen en in beide naar verkiezing 
beginnen met 0, —1,—2,—8, enz. — 

Bovendien echter kan men het antwoord op de vraag, 
welke getallen een toovervierkant mag bevatten, nog alge- 
meener formuleren, door te zeggen: 

„Evenals van eene rekenkundige reeks, waarvan de opvol- 
gende getallen 1 verschillen, kan men van elke rekenkundige 
reeks een toovervierkant maken, hetzij een enkel, hetzij een 


nn en Nn —2 door eene formule worden uitgedrukt. Maar deze 
formule is dan niet eene algemeene, wijl het verschil n — 2 in het 
vierkant van 9 bij elke aangroeijing met 1 moet worden verminderd. 
De formules zijn dan voor het vierkant: 
van 9: (n° —n +1) (n—D=nin ln Len — nt 3; 
„ MH: @?—n +1) -— (Nn —2) +1 =n2—n +3) +1 =n— An +4; 
„ 13: @?—n Fl) (n—2) +1 Hr?) +1 Hl=En —And-5; enz. — 
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dubbel, welk ook het verschil der opvolgende getallen zij, 


al dan niet in geheele getallen uitgedrukt; 


— terwijl men als 


laagste getal elk willekeurig, al dan miet geheel, getal kan 
nemen , hetzij positief, hetzij negatief.” 


Als proeve geven wij onderstaande voorbeelden van het 
enkele en het dubbele toovervierkant van 5, waarin de 
verschillen der opvolgende getallen zijn: 2 en 14, terwijl 
de reeksen beginnen met 0 en — 18. 

Deze vierkanten zijn regelmatig, 


matige dubbele toovervierkant van » 


Fig. 40. 


AE 
ee [fn 
EEE 
EE 


Fig. 39. 
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Fig. 41. 


evenals het regel- 
bij insluiting regel- 
matig moet blijven, 
daar de onderlinge 
verhouding der ge- 
tallen niet de min- 
ste wijziging daarbij 
ondergaat. En toch 
zijn op deze vier- 
kanten evenmin als 
op de ingeslotene 
vierkanten van toe- 
passing de door ons 
gevondene formules 
betreffende: 1°, de 
diagonaal. 
grondverschillen (en 
de toename dezer 
laatsten); 2°% de 
grootte der getal- 
len; en 3°, hunne 
som in de diago- 


nalen en in de verticale en horizontale rijen. 
De reden daarvan kan alleen gezocht worden in eene 


onvolledigheid dezer formules. 


Inderdaad is daarin met 


twee omstandigheden geene rekening gehouden. Wij hadden 
namelijk buiten beschouwing gelaten, dat: 
al wandelt hij ook in elk vierkant 


1°, onze wandelaar, 
met dezelfde snelheid, 


toch daarom 


in de verschillende 


vierkanten niet steeds met dezelfde snelheid behoeft te 


wandelen, d. i., 


de lengte zijner schreden kan verschillen ; en 


2°, de grootte van het eerste getal, dat hij in het vierkant 
neerschrijft, afhangt van het punt, dat hij vóór zijne wandeling 
inneemt, en vervolgens van de snelheid, d.i, de lengte 


en de 
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der schreden, waarmede hij de wandeling zal volbrengen. 

Hij is als een automaat, dien men eene willekeurige 
snelheid van beweging geven kan en dien men kan plaatsen, 
waar men wil. Stellen wij nu deze snelheid voor door L 
(Lengte der schreden); het eerste getal, dat hij neerschrijft, 
door A (Aanvangsgetal); en het punt, waarvan hij uitging, 
door U (Uitgangspunt); dan is U = A —L. 

Zoolang L=l was, zooals in al onze vroegere vier- 
kanten, konden wij dezen snelheidscoëfficient in de formules 
verwaarloozen, maar zoodra de snelheid verandert, moet 
daarmede rekening worden gehouden, ’t geen eenvoudig 
geschiedt, door de formules met L te vermenigvuldigen. — 
Ook U konden wij verwaarloozen, daar dit in alle vier- 
kanten —=0 was; immers, het eerste getal was 1, en daar 
ook L==l was, moest de wandelaar van het nulpunt zijn 
uitgegaan. Maar evenals wij bij de reductie van en tot de 
schaal van Fahrenheit rekening moeten houden met het 
uitgangspunt van 32°, zoo ook hier. Wij moeten derhalve 
bij de formules voegen het bedrag van het uitgangspunt. 

Wanneer wij deze aanvullingen aanbrengen, dan wordt 
ook de 1, als aanvangsgetal, eene formule en kunnen de 
formules op alle regelmatige vierkanten worden toegepast, 
dus ook op de ingeslotene vierkanten. Wij moeten dan de 
formules betreffende: 

1°, de verschillen tusschen twee getallen, zooals 1, » 
(blz. 53), de diagonaal- en de grondverschillen (en de toename 
(blz. 195) dezer laatsten) 1), slechts met L vermenigvuldigen; 


1) Wanneer wij in Fig. 28 in het vierkant van 3 de getallen ver- 
vangen door de formules, die wij voor de hoofdgetallen vonden (Fig. 27), 
Gan kunnen ook de grondverschillen door formules worden uitgedrukt. 
De formules voor de laagste hoofdgetallen dan aftrekkende van die 
voor het middengetal, en die voor het middengetal van die voor de 
hoogste hoofdgetallen, krijgen wij, van af de horizontale middenrij 
gaande in de rigting der pijl P in Fig. 27 voor de grondverschillen: 


10, in de horizontale middenrij: 


A a rl Ol md al 

2 de 2 RR 200 sie 2 d n—l 

EER nie bermen U (1) HE) TD 20e IN 
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20 in de diagonaal AD: 
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54 
2°, de grootte der getallen, zooals MN n, enz., met 
L vermenigvuldigen en daaraan U (of: 1 X U) toevoegen ; en 
n(n2 +1) 


3°, de som der getallen, zooals met L verme- 


9 1 
nigvuldigen en daaraan „ X U toevoegen. 


De op blz. 199 gebezigde uitdrukking, dat uit een wille- 
na +1 
2 


keurig middengetal | d. w. z. = 2) als „ovum” naar 


verkiezing een enkel of een dubbel toovervierkant kan 
worden afgeleid, moet dus worden uitgebreid, daar wij nu 


30, in de verticale middenrij: 


ne +1 nent (n —1)(n—l1) 
N= n= en 
2 2 2 Á EE ar ke 
rel en GT OO TE 
ek PEDT EE O0 5) 
40, in de diagonaal BG: 
nl 3n—l nn +2  (Nn—l)(n—2) 
Benne BEE 2 ANT _n—l 
n2—n+3  nP+1 N—Bn+2 (n-Dn-D, ( 2 EAS 
2 2 2 ei 2 4 


Deze formules zijn dan, daar zij het verschil aangeven tusschen 
het middengetal en de hoofdgetallen in den omtrek, niet alleen geldig 
voor het vierkant van 3, maar voor alle vierkanten en geven derhalve 
bij de grootere vierkanten te gelijk met het grondverschil tevens de 
toenamen daarvan aan, ook voor de ingeslotene vierkanten. Men 
zoude daarom deze formules de „grondformules” kunnen noemen. 
Om op vierkanten als in Fig. 40 en 41 te kunnen worden toegepast, 
moeten ze dus met L worden vermenigvuldigd. — 

De beide kenmerken van het gestoorde vierkant (blz. 48) kunnen 
we dus nu ook zamenvatten en zeggen: 

In het gestoorde vierkant kunnen de verschillen tusschen het midden- 
getal en alle overige getallen in de diagonalen voor elk vierkant steeds 
n(n— 1) Ef Nn —1) (Nn —2) 

2 2 4 
(n — 1) (n — 2) 
2 


worden gevonden door de formules 


of nu, door ne X L en 


is = 8, 5, 7, enz. — 


X L, waarin » dan 
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weten, dat het middenvak elk willekeurig getal kan be- 
2 
vatten (5 B -U ) 


Wanneer dan L of U gegeven zijn, kan men in het 
enkele vierkant uit dat willekeurige getal gemakkelijk de 
overige grondgetallen berekenen en dan het vierkant met 
de verschillen van 1 XL en » XL (Fig. 6) invullen; in 
het dubbele behoeft men eenvoudig de grondverschillen en 
hunne toenamen (Fig. 29) of wel de bovengenoemde „grond- 
formules” met L te vermenigvuldigen, om den grondslag 
van het vierkant (Fig. 31 en blz. 208) te vinden, waaruit 
dan door optelling en aftrekking met 1 XL het geheele 
vierkant wordt ingevuld. 


Men kan echter ook in beide vierkanten van uit het 
2 
willekeurige middengetal (TS B ) den ons beken- 


den loop der getallen volgen, dien wij in het dubbele vier- 
kant „de weg van den wandelaar” hebben genoemd, en 
zoo eenvoudig door enkele optelling en aftrekking met 
1 XL het vierkant invullen. 

Wanneer men op deze wijze handelt, dan is het duide- 
lijk, dat men niet juist met het middengetal behoeft te 
beginnen, maar dat men met elk getal beginnen kan. Aan 
bovenstaanden zin kunnen wij dus de meest mogelijke uit- 
breiding geven, door te zeggen: 


Niet alleen van wit een willekeurig aanvangs- of midden- 
getal kan het vierkant worden geconstrueerd, maar ook dan, 
wanneer een willekeurig vak van een oneven vierkant met een 
willekeurig getal wordt ingevuld en L is gegeven, kan daar- 
wit, wijl de plaatsing der getallen in beide vierkanten volgens 
eene vaste orde geschiedt, naar verkiezing een regelmatig 
enkel of dubbel toovervierkant worden gevormd. — 


Het verschil tusschen twee willekeurige getallen van een 
toovervierkant is natuurlijk des te grooter, hoe verder zij 
‘op den weg van den wandelaar van elkander verwijderd 
zijn. Deze afstand wordt uitgedrukt door het aantal der 
tusschenliggende vakken, of juister, door het aantal schreden, 
dat de wandelaar moet afleggen, om van uit het eene vak 
het andere te bereiken. Noemen wij dit aantal schreden 
= X%, en het verschil tusschen beide getallen —= V, dan 
El Var Kk 
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Omgekeerd kan men derhalve L vinden, wanneer V en 
x gegeven zijn (wat het geval is, wanneer twee getallen 


. BRE: Vv 
in een vierkant zijn ingeschreven), want L = Dea er 


Wij komen derhalve ten slotte tot het volgende gewigtige 
resultaat: 


Niet alleen na invulling van één willekeurig getal in een 
willekeurig vak van een oneven vierkant, maar ook dan, 
wanneer twee willekeurige getallen in twee willekeurige vakken 
zijn ingevuld, kan men naar verkiezing een regelmatig enkel 
of dubbel toovervierkant construeren; — 

waarbij ik nog opmerk, dat er dikwijls meer dan één 
afstand tusschen twee vakken bestaat, wijl de wandelaar 
in het enkele vierkant in elk der vier quadranten, en in 
het dubbele in alle middenvakken van den rand zoowel 
met 1 als met #2? kan beginnen, en den hem voorgeschre- 
venen weg ook in tegengestelde rigting kan afleggen. — 

Na invulling van twee willekeurige vakken (en ook van 
één willekeurig vak, — naar gelang van de grootte van 
het ingeschrevene getal) kan men derhalve het probleem 
òf op de eenvoudigste, òf op verschillende wijzen trachten 
op te lossen. 


Hiermede zal ik eindigen. En vraagt men mij nu, of in 
het bovenstaande iets nuttigs is tot stand gebragt, dan 
zoude ik hierop alleen willen antwoorden, dat het denken 
over het onderwerp mij aangename uren heeft verschaft, 
en dat de kennismaking daarmede, naar ik hoop, dit ook 
zal doen aan den lezer. 


NASCHRIFT. 


Bij wijze van „Naschrift”’ (en zonder een Postscriptum 
is immers menig geschrift onvolledig) nog de volgende 
opmerking: 

Op blz. 111 heeft Rouse Ball nog eene andere methode 
ter vervaardiging van een enkel toovervierkant aangegeven: 
die van de la Loubère (1693), waardoor hij een vierkant 
met de zijde vijf (Fig. a) vormt. Hij vervaardigt op nage- 
noeg gelijke wijze het vierkant van Bachet | Bachet’s me- 
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thod...., very similar to that of De la Loubère (blz. 112)4, 
dat Fig. b wedergeeft. In beide vierkanten worden de ge- 
tallen in hunne natuurlijke volgorde ingeschreven evenwijdig 
aan de diagonaal BC in de rigting van B. In het vierkant 
van de la Loubère begint de inschrijving in het bovenmid- 
denvak, in dat van Bachet in het middenvak der op eene 

Fig. d. Fig. b. na bovenste rij. Stuit 
pl Bu g men tegen de boven- 


az [zals [oe [as | aid Aa vervolgt 
j beide met 
ass [7 | seus) zo fse | 2 [14 a het ondervak der vol- 
4 je Jas zoz az [sfisjzife| gende kolom; stuit 
zo [az [ao | za | s | a jaa es) o [ie men tegen de regter 
AAE ADE 


zijde, dan wordt bij 
| beide de inschrijving 

6 ede D aan de linker zijde 
der hoogere rij voortgezet. Maar stuit men in de schuinsche 
rij zelve, zooals bij beide het geval is, wanneer de getallen 
5, 10, 15 en 20 zijn ingeschreven, dan daalt men bij de 
la Loubère één vak in dezelfde kolom; daarentegen Klimt 
men bij Bachet twee vakken, of, wat op hetzelfde neerkomt, 
men daalt drie (b.v. van 10 op 11). 

In Fig. 5 (blz. 53), waar de 1, in plaats van boven, 
regts naast het middengetal staat, moet men van de ge- 
tallen 5, 10, 15 en 20 op dezelfde wijze òf twee vakken 
naar regts gaan, òf drie naar links. Deze beide vierkanten 
zijn volkomen gelijk: de horizontale rijen in Fig. 5 zijn 
verticaal in Fig. b; en bovendien zijn het spiegelbeelden: 
de spiegel moet geplaatst worden evenwijdig aan de diago- 
naal BC. 

Men zoude zoo zeggen, het onderscheid tusschen de vier- 
kanten van Fig. a en Fig. b is werkelijk niet groot, maar 
maakt men van beide vierkanten schuinsche rijen (als in 
Fig. 4), dan zijn die van Fig. b natuurlijk evenzoo regel- 
matig geplaatst, als die in Fig. 4, behalve dat de volgorde 
der rijen van Fig. b omgekeerd is (spiegelbeeld); maar de 
getallen 1, 6, 11, 16 en 21, enz. van de schuinsche rijen 
van Fig. a, — en dit is het verschil —, volgen elkander 
op in den paardesprong, wat ook reeds bij vergelijking van 
de vierkanten van Fig. a en b te zien is: de getallen in 
de diagonaal AD (Fig. b) en de hieraan evenwijdige rijen 
maken in Fig. a den paardesprong. 

Van dit vierkant van Fig. a berekent hij het totaal aan- 
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tal vierkanten, dat daarvan kan worden gevormd, op 2880, 
en geeft voor dat van Bachet, zonder nadere berekening, 
een gelijk getal op, — een groot verschil met onze opgave 
van slechts 144 vierkanten. Dit verschil is inderdaad te 
groot, om niet te trachten, de oorzaak daarvan op te 
sporen. — 

Vooreerst merk ik op, dat de gelijkenis der vierkanten, in 
weerwil van de ongeveer gelijke constructie, zooals hij die 
aangeeft 1), niet zoo groot is, als het schijnt, ’t geen reeds 
blijkt uit het zoo even genoemde verschil in de opvolging 
der getallen. Ontleedt men nu de getallen van Fig. a in de 
hoofdgetallen O, 5, 10, 15 en 20, en de eenheidscijfers 
1, 2, 3, 4 en 5 (Fig. c) volgens de methode van la Hire 
(1706), die hiermede de duivelsche vierkanten construeerde, 

Fig. c. dan blijkt het, dat in elke 


verticale en horizontale rij en 
BEER 


A B in de diagonaal AD al deze 


hoofdgetallen voorkomen, wel- 
zoss | 0+s | st2 | 1044 | 1541] ker som is — 50; en even- 
2042 eens alle eenheidscijfers, wel- 


1544) ker som is — 15, totaal 65. 
Wijl nu in de diagonaal BC 
C 


p vijf maal 10 voorkomt = 50, 

en insgelijks de vijf eenheids- 

cijfers, is de som in alle rijen en in de diagonalen — 65. 

Nu kan men natuurlijk in elke rij en diagonaal de 

eenheidscijfers naar willekeur met elkander verwisselen, 

zonder dat de som van 65 daardoor eenige verandering 
ondergaat. Het aantal dezer verwisselingen is 


VEN XA 

De vijf hoofdgetallen zouden hetzelfde aantal verwisselingen 
kunnen ondergaan; evenwel, de 10 mag daaraan niet deel- 
nemen, omdat dan de diagonaal BC zoude worden gestoord. 
Aan de verwisseling nemen dus alleen deel 0, 5, 15 en 20; 
en het aantal verwisselingen hiervan is 1 X 2 X 3 X4=24. 

Daar nu elke dezer verwisselingen met de 120 van de een- 
heidscijfers beurtelings kan worden gecombineerd, is het 
totaal aantal vierkanten, dat daaruit kan ontstaan, inder- 
daad — 24 X 120 = 2880. Tegen deze wijze van berekening 


1) Van de methode van Bachet ter vervaardiging der enkele toover- 
vierkanten: die der schuinsche rijen, maakt Rouse Ball geene melding. 


ne rd ne et ed 
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A 


namen wij als formule aan : 


van Rouse Ball is niets in te brengen, dan alleen, dat hij 
de spiegelbeelden medetelt. — 

Een gevolg van deze verwisselingen is, dat het midden- 
getal niet standvastig is. Het verlaat het middenvak, — 

Fig. d. waarbij het echter steeds blijft 
op de diagonaal BC, zoodra 

d a eenheidscijfer aan de ver- 

wisseling deelneemt. Als men 

ook in dit vierkant een stand- 

vastig middengetal aanneemt, 

dan mag, behalve het hoofd- 

getal 10, ook het eenheidscijfer 

C D 3 niet deelnemen aan de ver- 

wisseling; en het totaal aantal vierkanten zoude dan dalen tot 
EA REI El XB Ot == DLO. 

En dit is juist het geval met het vierkant van Bachet 
(Fig. b), dat òf volgens de methòde van Rouse Ball, òf 
door middel van de schuins staande rijen kan worden ge- 
vormd. Ontleedt men de getallen hiervan eveneens op 
bovengenoemde wijze in hoofdgetallen en eenheidscijfers 
(Fig. d), dan ziet men onmiddelijk het groote verschil 
tusschen het vierkant van de la Loubère en dat van Bachet, 
want hierin komt in de diagonaal AD bij de vijf hoofdge- 
tallen alleen het eene eenheidsciĳfer 3 voor (dus te zamen 
ook 65). Behalve het hoofdgetal 10 mag derhalve hier ook 
het eenheidscijfer 3 niet aan de verwisseling deelnemen, 
ter voorkoming van storing in de diagonaal AD. Het mid- 
dengetal 13 moet dus hier steeds in het midden blijven en 
het totaal aantal vierkanten van het „regelmatige” toover- 
vierkant van 5 bedraagt werkelijk niet meer dan 
BIED Ape Te Kr HOI di DIG, Maar. ditzelfde 
bedrag zouden wij ook gekregen hebben, wanneer wij de 
spiegelbeelden hadden medegeteld. Nu wij dit niet deden, 

HOE EKD OOAD AK DN 
2 X 2 j 
en verkregen zoodoende een totaal van 144. 

Onze berekening, afgeleid uit de verwisseling der rijen 
(blz. 60), is dus werkelijk goed en die van Rouse Ball 
zoude -hiermede geheel in overeenstemming zijn, wanneer 
hij zich niet door de schijnbaar gelijke constructie der 
vierkanten van de la Loubère en Bachet!) had laten mis- 


1) Van deze wijze van inschrijving zegt op blz. 68 Riollot, die de 
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leiden; en wanneer hij de spiegelbeelden niet had medege- 
teld, — maar daarvan willen wij niets weten. 


Het onderscheid tusschen de toovervierkanten van Bachet 
en de la Loubère, en de duivelsche vierkanten van de la 
Hire (wij blijven ons voornemen, uitgedrukt op blz. 49, 
niet getrouw en nemen deze vierkanten toch mede onder 
behandeling, maar, ter verontschuldiging zij het gezegd, 
slechts zijdelings en met het noodige kippevel) ligt weder 
in de diagonalen en men kan het als volgt voorstellen: 


Bachet. de la Loubère. 


Derhalve heeft het vierkant van: 

Bachet: in de eene diagonaal één hoofdgetal met de vijf 
eenheidscijfers, in de andere de vijfhoofdgetallen met één 
eenheidscijfer ; 

de la Loubère: in de eene diagonaal één hoofdgetal met de 
vijf eenheidscijfer, in de andere de vijf hoofdgetallen met 
de vijf eenheidscijfers; 


la Hire. 


la Hire: in beide diagonalen de vijf hoofdgetallen met de 
vijf eenheidscijfers. 


constructie door middel van het schuinstaande vierkant ook de me- 
thode van Bachet noemt (blz. 66): „Ainsi interpróétée, la méthode de 
Bachet”, enz. Alzoo: eene interpretatie, d.i. eene andere opvatting 
van de constructie, dan de gevolgde methode. 
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Het aantal vierkanten kan dan, zoo men wil, voor deze 
drie vierkanten worden berekend door de volgende formules: 
voor dat van Bachet door: 

(LX2XBX4) X (LX2X3X4) — 576; 
voor dat van de la Loubère door: 

ADA RO (Ti LMB 4 MD == 2880; en 
voor dat van la Hire door: 

(IX 2XBX4X5) X (LX2X3X4X5) = 14400.— 

Het vierkant van de la Loubère zoude men dus kunnen 
noemen: half duivelsch. Inderdaad kan men daarbij de ver- 
ticale rijen in hare volgorde van regts naar links ver- 
plaatsen of omgekeerd, en de horizontale rijen in hare 
volgorde van beneden naar boven of omgekeerd, zonder 
dat het kenmerk van het vierkant in de diagonalen geheel 
verloren gaat: in ééne der beide diagonalen en wel in de 
diagonaal, evenwijdig aan AD, blijft de som der getallen 
standvastig 65, terwijl de andere diagonaal, evenwijdig aan 
BC, steeds gestoord wordt. 


Men kan het onderscheid tusschen deze vierkanten ook 
gemakkelijk aantoonen door het schuins staande vierkant, 
dat van elk hunner kan worden gevormd. 

De schuinsche rijen van het vierkant van: 

Bachet bevatten in de eene rigting de getallen 1, 2,3, 4, 
RO One derd Oss bilzen en inde atdere.*rieting ‚de 
DELAMOD MO ve Perk sl ttl Tand Os ONZ 
in regelmatige volgorde; 

de la lioubère bevatten eveneens in de eene rigting de 
getallen.1, 2, 8, 4, 5; 6, 7, 8, 9, 10; enz., maar niet 
in regelmatige volgorde en ook de rijen zelve volgen elkander 
niet regelmatig op, — alleen de middenrij staat op hare 
plaats en de volgorde harer getallen is regelmatig; 

in de andere rigting zijn de rijen als het ware gebroken, 
zoodat de getallen 1, 6, 11, 16, 21 ; enz., niet met elkander 
in ééne rij zijn geplaatst, maar over de vijf rijen ver- 
deeld ; | 

la Hire zijn in beide rigtingen gebroken en zoowel de 
getallen 1, 2, 3, 4, 5; enz., als de getallen 1, 6, 11, 
16, 21; enz., over de vijf rijen verdeeld. 


Passen wij verder op deze schuins staande vierkanten 
de bewerking van Frenicle de Bessy toe, als op blz. 55, 
4en jg, werd genoemd, en maken wij dan daaruit weder een 
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nieuw vierkant, dan hebben die van de la Loubère en la 
Hire opgehouden een toovervierkant te zijn. 

De proef met het schuins staande vierkant, die wij op 
blz. 55 het criterium noemden van de regelmatigheid, kunnen 
zij dus niet doorstaan, zoodat wij deze vierkanten van de 
la Loubère en la Hire tot de onregelmatige moeten rekenen, 
wat wij reeds in het algemeen op blz. 192 en, zooals nu 
blijkt, te regt deden, op grond, dat zij afwijken van de 
moeder van alle regelmatige onevene toovervierkanten: het 
vierkant van 8. 


Deelingen door 10° — 1. 


DOOR 


Dr. N. QUINT (den Haag). 


De Engelsche wiskundige Dodgson gaf eenige jaren 
geleden (Nature, 1897) een methode om deelingen door 
10" + 1 uit te voeren, welke methode voor onze leerlingen 
een aardig rekenkundig vraagstuk kan zijn. Hij herleidt 
na eerst de rest bepaald te hebben de deeling tot een 
enkele aftrekking. Wil men b.v. door 9 deelen, dan is de 
aftrekker het gegeven getal. Het cijfer der eenheden van 
het aftrektal is de rest; men is dus in staat het cijfer der 
eenheden van het verschil te bepalen. Het cijfer der tien- 
tallen van het aftrektal is het cijfer der eenheden van het 
verschil; het cijfer der honderdtallen van het aftrektal het 


cijfer der tientallen van het verschil enz. Het zoo bepaalde 


verschil zal nu het quotient wezen. 
Men heeft dus deze bewerkingen: 


1430 KO rest 0. 84506 : 9 rest 5. 
8040 | 93895 
1236 84506 
af af 


quotient —= 80£ quotient —= 9389 
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Noemen wij het verschil V, het quotient @ en de rest R 
dan is blijkbaar deze bewerking uitgevoerd: 


10 7 + R 


9 QR 
af 
4 DUS OB 


Analoog is de deeling door 11; daar echter is het ge- 
geven getal het aftrektal en wordt de rest het eerste cijfer 
van den aftrekker, welk cijfer dan echter ook 10 wezen kan. 


Daten LL dr ikt 4000 Al drsn SD 
6778 MOO El OFT 
6162 41910= 10 V + R 
af af 
ie 6 AAL es Vv us GED 


Dergelijke bewerkingen zijn ook uit te voeren voor 99 
en 101, voor 999 en 1001, enz. Dan moet met groepen 
van 2 of 8 cijfers gehandeld worden als in de besproken 


gevallen met enkele cijfers, zooals uit het onderstaande 
blijkt : | 


10242: 99 _R == 45 27049 : 101 _R — 82. 
10845 — 100 7 + R OR 
10242 — 99 Q + R 26782 — 100 V + R 
Ee Nt ee OR 
Toa 7 He 4 


Ook hier dus weder @ —= V. 
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Een vermenievuldieingsmiddel uit de Steppen 


DOOR 


De. N. QUINT (den Haag). 


Men zegt, dat de Russische boeren van de tafel van 
vermenigvuldiging niet meer kennen dan het kolommetje, 
dat bij 2 X 1 begint en bij 2 X 9 eindigt, en met deze 
kennis gewapend op de volgende wijze vermenigvuldigin- 
gen uitvoeren. 

Het vermenigvuldigtal wordt verdubbeld en de ver- 
menigvuldiger gehalveerd, hierbij een breuk weglatende. 
Is de vermenigvuldiger oneven dan wordt bij het ver- 
menigvuldigtal een + geplaatst. De som der getallen met 
+ voorzien, geeft het gevraagde product. Hunne bereke- 
ningen worden derhalve aldus uitgevoerd: 


38 X 25 45 X 57 + 

19 X 50 + 22 X 114 

9 X 100 + Il X 228 + 

4 X 200 B X 456 + 

2 X 400 3 OTN 

1 X 800 + 1 X 1824 + 

op Op 
38 X 25 — 950 45 X 57 — 2565. 


De verklaring is hoogst eenvoudig. 
38 2D zl BRD DO OA OUR END Mir 
=—= 4 X 200 + 100 + 50 = 2 X 400 + 100 + 50 = 
— 800 + 100 +- 50. 
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Uit ‘tRijk der getallen 


DOOR 


J.N. VISSCHERS ('s Hertogenbosch). 


Bewezen is, dat er geen geheele waarden zijn voor x, 
y en z, die voldoen aan de vergelijking x3 + yò —= 28. 

Intusschen zijn er wel geheele waarden voor z, 4, 2 en U 
te vinden, die #3 + 49 + 29 —= 4ö identiek maken. 

Wil men die vier getallen een rekenkundige reeks laten 
vormen, dan heeft men de vergelijking op te lossen: 


net pit at2pt — (30)? of 
LS — 6? —I ps —= 0, waaraan steeds voldaan wordt 
door == 3p.. Dus: 


p=l, BH} 5 68 
p=, 63+ 83 H 103 —= 123, enz. 
Hieruit volgt nu weer: 


338 4 48 53 4 83 L 103 123, enz. I) 


Berekening der draaiing van het slingervlak 


bij de proef van Foucault zonder gebruik te maken van de theorie der 
draaiingen om elkaar snijdende assen 


DOOR 


J. A. KERKHOVEN (Apeldoorn). 


Zij O (fig. 1) het ophangpunt van den slinger, OE de 
ruststand, M het middelpunt der aarde, S de top van een 
aanrakingspyramide met een zeer groot aantal zijvlakken, 


1) Men zie Vraag 4, bladz. 52 en 143, len jg. Red. 
Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang. 5 
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wier raakpunten met de aarde gelegen zijn op den parallel- 
cirkel van het punt E. Deze pyramide laten wij piet deelen 
in de draaiende beweging der aarde. 

Den slinger hangen wij op in een raam, waarvan wij 
den voet AB in het meridiaanvlak plaatsen. 

Ook den slinger laten wij aanvankelijk schommelen in 
dat vlak. Nu stellen wij ons voor dat het raam met de 
aarde meedraaiende, achtereenvolgens over de zijvlakken 
van de stilstaande pyramide verschuift. Wij nemen daarbij 
aan, dat de richting der zwaartekracht in ieder punt steeds 
loodrecht gericht blijft op elk der zijvlakken. Na de ver- 


Fig. 1. Fig. 2. 


schuiving van E tot b is het raam nog steeds naar het 
noorden gericht volgens 5 S, doch het slingervlak vertoont 
nu met den meridiaan in b een afwijkingshoek F 6 S —= 
LSD. 

Stel nu dat het zijvlak a Sb draait om bS, totdat het in 
het verlengde van het zijvlak bSe gekomen.is. De door- 
snede bF van het slingervlak met het zijvlak a Sb be- 
schrijft hierbij een kegel om bS, waarvan b de top is; 
deze lijn b F wordt dan de doorsnede van het zijvlak b Se 
met het daarop dan loodrecht staande slingervlak, en de 
afwijkingshoek met b S blijft bij deze draaiing dus onver- 
anderd. Bij de verschuiving van b tot c neemt de afwijking 
weer toe met een hoek bSc. Na een sterredag is de af: 
wijking gelijk aan de som der tophoekjes geworden. 

Nu laten wij het aantal zijvlakken onbepaald groot 
worden; de pyramide gaat dan over in een kegel. 
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De periodieke beweging van het slingervlak gaat dan 
over in een vloeiende, en de zwaartekracht blijft dan 
steeds door M gaan. 

De breedte van den parallelcirkel CD, waarop het punt 
E gelegen is, zij gelijk #. De straal van dezen cirkel gelijk 
Wij ontwikkelen den kegel in een sector (fig. 2); de boog- 


lengte hiervan —= 2 zr r en de straal SD: Dus de 


Oan r 


gevraagde hoek a« = SD 


AOKI ed 


De lijn van Euler uit een mechanisch oogpunt 


DOOR 


D*. N. QUINT (den Haag). 


De barycentrische coordinaten van het hoogtepunt zijn 
tgA, 1gB, tg C; van het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel sin 2 A, sin2B, sin 2C. 

Wordt nu in het hoogtepunt H van een driehoek een 
massa 1 en het middelpunt van den omgeschreven cirkel 
een massa 2 geplaatst, dan hebben deze massa’s hun 
zwaartepunt in het punt, dat HZ in reden van 2:1 ver- 
deelt. Worden nu de genoemde massa’s verdeeld over de 
hoekpunten, dan komt er in A een massa: 


tg A Ja 2sin2A Ar. 
tg A + tg B + ig C Sms sineB sint. … 
} 4 sin A cos A 


tg B tg C an 4Asin A sin B sin C 


cos B cosC + cos A 


—=l. 
sin B sin C 


Het zwaartepunt der massa’s in H en M is dus het 
zwaartepunt van den driehoek, welke drie punten der- 
halve collineair zijn. 
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Eene afleiding van de formule voor de versnelling der centripetale kracht 
bij eenparige cirkelvormige beweging, ontleend aan de cinematica. 


DOOR 


D". H. ONNEN S". (den Haag). 


Wanneer een stoffelijk punt met standvastige snelheid 
een cirkelomtrek zal doorloopen !), moet er een centripetale 
kracht op werken, die het eene versnelling geeft, even 
groot als de versnelling, waarmede het zich van het middel- 
punt gaat verwijderen, als de 
kracht plotseling ophoudt te 
werken. 

Zij O het middelpunt van 
den cirkel met straal 7. 

Onderstel, dat de centri- 
petale kracht ophoudt te 
werken, als het bewegende 
punt in P is, dan zal dit met 
dezelfde snelheid v over de 
raaklijn PB voortgaan. 

Ontbindt men de snelheid AB = v, in een willekeurig 
punt A,‚ in AC langs, en AD loodrecht op OA, dan is 
AC == ‘sin p de snelheid, waarmede het punt zich op dat 
oogenblik van O verwijdert, als / POA =/ ABC =g is. 

Men kan zich nu de beweging van het punt ook aldus 
voorstellen, dat het met de veranderlijke snelheid » sin p 
over OA voortgaat, terwijl deze lijn met een — eveneens 


veranderlijke — hoeksnelheid == cos? p om O draait. 


AD 
OA 

Gedurende de beweging van het punt verandert de recht- 
hoek ACBD gestadig van vorm, waarbij echter de diagonaal 
AB dezelfde lengte behoudt. En daar BC steeds loodrecht 
blijft op OA, draait BC met dezelfde hoeksnelheid om B 


CE AD. 
als OA om O. Neemt men dus CE zóó, dat BO S OA 1» 
dan wordt: CE == O8? p. BC 
v2 
SEA dr: 
 C0S° p 


1) In de figuur van P naar rechts. 
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CE nu stelt de snelheid voor, waarmede de zijde AC 
van den rechthoek langer en dus de snelheid van het 
bewegende punt over OA grooter wordt, d.i. de versnelling 
„der beweging van het stoffelijk punt over OA, op het 
oogenblik dat dit zich in A bevindt. 

In P is p—=o, dus de snelheid AC =o en de versnelling 

) 
meen 
7 

Indien derhalve deze centrifugale versnelling in P te niet 
gedaan wordt door een even groote centripetale versnelling, 
dan blijft de ontbondene der snelheid v langs den straal 
van den cirkel nul en het bewegende punt behoudt den- 
zelfden afstand van het middelpunt O. 

Het bovenstaande geeft een voorbeeld, hoe het gebruik 
van oneindig kleine grootheden vermeden kan worden door 
toepassing van de cinematische theorie der differentiaal- 
rekening, zooals die een halve eeuw geleden werd ont- 
wikkeld door den Gentschen hoogleeraar Ernest Lamarle. 


Een eigenschap van den vlakken driehoek 


DOOR 


J.N. VISSCHERS (s Hertogenbosch). 


Stelling. Zijn a en b de kleinste twee zijden van een 
driehoek, is R de straal van den omgeschreven cirkel, 
r die van den ingeschreven cirkel, dan is 

RH 2r atb, 
2RH2r=adb, 
IRH2Ar Tab 
naar gelang de driehoek stomp, recht of scherp is. 
92 
on JIP 2 
sin C 
2absinC. 
Rb VAi acne C) 
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MAA ae TOO it deze Wid 


onmiddellijk, dat 2RH27r>at-b is voor / C >> 90° en 
dat 2 RH 2r=ad-b voor 4 C=90°. Is nu / Cde grootste 
scherpe hoek van den scherph. driehoek, dan zal men 
moeten hebben: 


ad b sE C) Zan 
(a + b) sin C — (a + b) + cos C (a Hb — co) >= O, 
2 (ad b)sin }C eos 4 C — (a + b) (1 — cos O0) > ec cos C. 
2 (ad-b)sintCeostC —2 (ad b) sin? Oe (cos? JC — sin? CO) 
2 (a + b) sin }C (cos 4 C — sin C) > c (cos? LC — sin? 4 C). 

2 (ad b)sin }C>c(cost C + sin 4 C) 
adb>teleot CH tg 40) 
adb>2R 

en deze laatste ongelijkheid is waar bij een scherpen drie- 
hoek, zooals terstond blijkt uit een beschouwing van den 
\ met zijn omgeschreven cirkel. 


Vit Buitenlandsche Tijdschriften. 


51. Naar aanleiding van de methode Méray (zie 2en 
jaarg., bl. 32—38). 


De bekende innovator Méray heeft in 1906 den 3den druk 
van zijn schoolmeetkunde uitgegeven (bij Jobard in Dyon). 
Met een groot et klinkend artikel kondigt hij dit aan in 
de Revue scientifique (17 en 24 Aug. 1907). Ouder gewoonte 
begint hij geweldig uit te varen tegen de Euclidische” 
meetkunde, of liever tegen hare bruikbaarheid op de 
scholen van thans. Ofschoon het artikel wat sterk gekleurd 
is, staan er toch genoeg opmerkingen in die het overnemen 
waard zijn. 

„Elle (la géométrie euclidienne) oublie que lévidence 
d'un fait est, non pas absolue, mais relative à la culture 
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intellectuelle de l'être humain qui se trouve en sa présence. 
Elle ne veut pas voir, tout à côté d’elle, les autres 
sciences se former sans fracas, d'hypothèses désignées par 
leur commodité et leur ampleur, puis de raisonnements 
édifiés sur elles avec aisance, la déclaration faite ensuite 
par lexpérience, que les conclusions sont exactes, ame- 
nant à certitude le tout sans distinction.” 

ed „Parce que l'art du calcul n’était pas connu des 
Anciens, elle met à l'éviter un point d'honneur risible, et 
par là, s’embarrasse davantage, tout en croyant s’épurer 
et s'embellir.” 

„Prenant toutes choses par leurs petits côtés, la géo- 
métrie classique ne laisse à ses adeptes aucune vue 
d'ensemble, point d'idées générales, point de vérités 
fécondes.”” 

„En saine discipline mathématique, il est absurde de 
faire dériver, de la mesure de longueurs courbes, une 
simple proportion entre des segments rectilignes (propriété 
des sécantes d'un cercle, rayonnant d'un même point). 
Et, pour lellipse seulement, comment tirer aussi, de la 
mesure de ses arcs, les matériaux d'une démonstration 
guelconque?” 

„Quelles lumières sur le jeu de la machine à raboter, 
du tour, sur toute la mécanique appliquée, peut bien 
jeter une science qui ne voit dans le parallélisme que 
Yabscence d'une rencontre, qui reste muette sur les figures 
de révolution, qui nierait volontiers le mouvement? Quels 
principes surtout pour le dessin et le modelage, puisque les 
nécessités de son niais rigorisme condamnent la jeunesse à 
un emprisonnement de plusieurs années dans le plan, 
puisque ensuite elle ne lui ouvre dans l'espace qu'une 
enfilade de réduits sans air ni lumière, puisque, sur la 
similitude, l'homothétie, la symétrie, sa pruderie ne lâche 
que des mots sans précision ni portée?” 

5 STP „des intelligences de douze ans ne comprennent 
pas du tout la nécessité de démontrer des choses qui leur 
paraissent évidentes”. (Deze laatste opmerking is nog al 
naief in den mond van iemand die in zijn schoolmeetkunde 
bij de constructie van een driehoek uit zijden meent te 
moeten opmerken, dat de zijden niet gelijk nul mogen zijn !) 

„Le raisonnement, simple machine à transformer les 
idées, ne rend rien si on ne lui a prêté de la matière pre- 
mière, savoir axiomes, postulats .... .” 
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Samenvattende zegt hij: „En ces trois particularités se 
résument les caractères essentiels de ma géométrie: emploi 
naturel du mouvement et du calcul, choix des premières 
propriétés cinématiques de la droite et du plan pour base 
de toute la construction. 5) Un quatrième les accompagne, 
qui fait un contraste plus apparent avec les traditions 
antérieures: la théorie du plan, celle de la droite, sont 
traitées simultanément par les mêmes moyens.” 

EE, une Addition sur la résolution logarithmique des 
triangles montre une massue employée à tuer une puce, 
dans le pompeux et long appel fait par la routine scolaire 
aux propriétés générales des fonctions circulaires, pour la 
simple obtention d'une demi-douzaine de petites formules 
géométrigues.”” | 

Vervolgens geeft hij de geschiedenis van zijn boek nog 
eens (hij en anderen hebben dat herhaaldelijk al gedaan). 
Bij het verschijnen in 1874 zoo goed als doodgezwegen, 
heeft het langzamerhand meer ingang gevonden en einde- 
lijk, naar het schijnt, een waren triomftocht door Frankrijk 
gehouden. In 1903 is er een 2de druk gekomen, die in 
1906 reeds uitverkocht was. Referent, die al meer dan 26 
jaar meetkunde-onderwijs heeft gegeven in alle klassen der 
H. B. S., moet verklaren dat hem dit succes hoogst raadsel- 
achtig voorkomt (zie bovenaangehaald artikel). Liever dan 
uit Méray, zou hij uit een ouderwetsch „Euclidisch” boek, 
b.v. uit Legendre, les geven. 

't Eind van het artikel is het minst verheffend; daar is 
de schrijver aan ’t woord, die zich door zijn concurrenten 
te kort gedaan acht in zijn eer en in zijn beurs. Door zijn 
concurrenten: de officieele programma’s van 1905 schrijven 
in de „Instructions sur l'enseignement de la Géométrie” 
o.a. voor: „Un appel constant à la notion de mouvement 
semble devoir faciliter l'enseignement de la Géométrie; c'est 
ainsi que le parallélisme sera lié à la notion expérimentale 
de translation, que létude des droites et plans résultera 
de la rotation; l'idée d'égalité sera liée à celle du transport 
des figures, que lon précisera en introduisant la notion 
si simple d'orientation.” Deze voorschriften zijn duidelijk 
geïnspireerd door het boek van Méray, maar dadelijk na 


Ĳ) Zooals men weet haalt Méray de bepaling van evenwijdige lijnen 
uit de translatie, en voert hij daarbij dit axioma in: twee translaties 
kunnen door één derde vervangen worden. 
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de verschijning van de programma’s kwamen er verschil 
lende meetkunde-leerboeken uit „rédigés conformément aux 
programmes: de l'enseignement secondaire” Een daarvan 
is het bekende van Borel (zie 2den Jaargang, blz. 246). 

Ook Bourlet heeft in dien geest uitgegeven le Eléments 
de Géométrie, en 2e Cours abrégé de Géométrie. In Bour- 
let's boeken valt het sterk verband op, dat hij legt tus- 
schen lijnteekenen en meetkunde. Zoowel de boeken van 
Bourlet als dat van Borel zijn, volgens oordeel van refe- 
rent, paedagogischer ingericht, en zeer bruikbaar; het beste 
lijkt echter. Borel. Méray insinueert dat Borel de hand 
heeft g-had in de redactie van de instructies, en zoodoende 
direct na publicatie daarvan zijn boek heeft kunnen uit- 
geven („on a cru apercevoir que la partie géométrique 
des Programmes n'est guère que la reproduction de sa 
table des matières””). 

Bourlet volgt bij de uitgave van zijn boeken den con- 
centrischen leergang, en deze manier van zijn concurrent 
vindt ook bestrijding bij Méray: „Il y a, paraît-il, des 
gens qui demandent pour les mômes élèves, deuw enseig- 
nements de la géométrie basés sur des principes différents, 
Fun dans le premier „Cycle”, l'autre dans le second! Ils 
trouvent ainsi que ce n'est pas assez d'avoir à apprendre 
les choses une bonne fois; d'après eux il faudrait les ap- 
prendre (une mauvaise fois), les désapprendre, puis les 
réapprendre”’. (Dit slaat ook op het boek van Borel, dat 
eerst in een „introduction” een soort vormleer geeft, en 
dan later een iets scherpere en uitgebreidere theorie, om 
ten slotte voor de leerlingen van de „classe de mathéma- 
tiques de l'enseignement secondaire” en voor het hooger 
onderwijs het boek van Hadamar aantebevelen, dat, wat 
de grondslagen betreft, Euclides volgt). Nog vele regels 
wijdt Méray aan het uitschelden, zouden we haast zeg- 
gen, van den concentrischen leergang. Natuurlijk kan 
deze slecht toegepast worden, maar in principe dient 
hij voor de meetkunde, naar referents oordeel, aanvaard 
te worden. 

De nieuwe koers van het meetkundig onderwijs is in 1907 
nog besproken in een vergadering van 16 mathematici, 
waarbij Borel en Bourlet. Bourlet opent de bespreking met 
de opmerking, dat de officiëele programma’s van 1905 de 
leeraars uitnoodigen in den „premier cycle” de evenwijdig- 
heid te definieeren door translatie. Voor den „second cycle” 


74 


laten ze hen geheel vrij, en schijnen zelfs hen aan te sporen 
de oude, klassieke methode te volgen. 

Bourlet wil de twee methodes vergelijken, en tevens er 
bij te pas brengen de notie „groep van verplaatsingen” 
volgens de ideeën van S. Lie. (Deze laatste notie gebruikt 
Méray niet, hij komt zelfs tegen het gebruik er van in de 
elementaire meetkunde op). Op het eind zijner rede zegt 
hij, dat de grondslagen der meetkunde volgens Méray sterk 
verschillen van de gebruikelijke, „l'introduction dans notre 
enseignement se heurtera donc fatalement à la tendance 
naturelle et très humaine de préfèrer l'ordre établi à un 
nouvel ordre...” en „Un des mes collègues, qui emploie 
ma méthode et est enchanté des résultats, m'écrit „Mes 
élèves s'en servent plus facilement que moi”. „En ten 
slotte zegt hij, dat men experimenteel niet direct kan laten 
zien, dat men door een punt maar ééne lijn kan trekken 
evenwijdig met eene gegevene, wèl de eigenschappen der 
translatie. Borel verdedigt de veranderingen: 

„…….. beaucoup d'’élèves ne s'interessent pas du tout 
aux mathématiques parce qu'elles les ennuient comme trop 
abstraites. Il a été souvent funeste, car l'enseignement 
mathématique a contribué à développer trop exclusivement 
les qualités logigues et à faire considérer la vie comme un 
théorème. L'enseignement doit être rendu expérimental et 
intuitif; je n’insisterai pas sur le côté expérimental que 
j'ai développé ailleurs (Conférence du musée pédagogique, 
1904), mais je voudrais insister sur le côté intuition. Le 
but essentiel de l'enseignement élémentaire de la géométrie 
doit être d’'habituer les élèves à voir les relations de forme 
et de position. J'ai vu des candidats au baccaleuréat ne 
pas savoir dessiner au tableau une pyramide triangulaire, 
tout en sachant répéter à son sujet des raisonnements 
abstraits et compliqués”’. 

De groote tegenstander van de methode Méray was 
Marotte, die o.a. zegde: „Il y a deux choses en géométrie: 
les faits et les démonstrations qui les relient. A mon avis, 
les élèves ignorent profondément les faits. Il faut donc com- 
mencer par les leur apprendre et ne pas les faire raisonner 
a priori sur des faits mal connus. Le contact avec les 
faits, c'est-à-dire l'expérience, doit donc être à la base de 
'enseignement géométrique. Pour moi, je commencerais 
par faire vérifier, par le dessin et la mesure, les principaux 
théorêmes de la géométrie: somme des angles d'un triangle, 
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relations entre les figures semblables, carré de l’hypothé- 
nuse, etc.; ensuite je ferais sentir aux élèves qu'il est 
nécessaire de donner, après cette vérification expérimentale,. 
une démonstration logique. Ces démonstrations logiques, 
je les donnerais même dans le premier cycle lorsqu’elles 
sont simples, mais elles seraient subordonnées à la con- 
naissance des faits, elles seraient au second plan et je ne 
me croirais pas obligé de les donner toutes. Quant à la 
méthode de démonstration, j'adopterais, suivant leur sim- 
plicité respective, la méthode statique ou la méthode ciné- 
matique, car je ne repousse pas complétement celle-ci, et 
je combats moins la géométrie cinématique que les illu- 
sions de ceux qui en sont les partisans intolérants”. 
Ge Af Crkor. 


52. On Logarithmic Lazytongs and Lattice Works. 
(Logarithmische klapscharen en traliewerken). 


Onder dezen titel geeft Thomas H. Blakesley in the 
Philos. Magazine and Journal of Science, 6th Series, N°. 81, 
Sept. 07, een bespreking van de logarithmische spiraal als 
omgeschreven kromme van een veelhoek met gelijke 
hoeken, terwijl de lengten der zijden een meetkundige 
reeks vormen. 

Worden de diagonalen AB en CD van een koorden- 
vierhoek (fig. 1) als staven beschouwd, waaraan andere 

staven BG, DF enz. van de 

die, , aangegeven lengten bevestigd 
8 worden, (waarbij E,‚, H eng. 
scharnierpunten zijn), dan zal 
bij verandering van de hoeken 
bij E het geheele samenstel 
bewegen, doch de punten A, 
D, G, enz. liggen steeds op 
Fig. 1. een logarithmische (x)-spiraal, 
en de punten A‚ C enz. 

„op een andere (m)-spiraal met denzelfden pool. De pool P 
van een der spiralen kan worden gevonden als volgt: 
Zijn AB en BC twee koorden (fig. 2), en BD een diagonaal 
van het parallelogram, op AB en BC als zijden beschreven, 
dan make men / BCP = / ABP = / DBC, Het geheele 
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vlak kan tot in het oneindige worden opgevuld met „cellen” 
door het „traliewerk” gevormd. 
De beweging van het stelsel komt overeen 
pl - met die van het bekende speelgoed (klap- 
a Schaar), en van een soort kurketrekker. 
De schrijver vergelijkt het samenstel met 
een schaakbord: de kasteelen bewegen dan 
langs lijnen, waarvan twee opvolgende zich 
verhouden als 1 tot », of als 1 tot ”; de 
raadsheeren langs lijnen als AB, BK, enz., waarvan de 
eindpunten eveneens op een log. spiraal liggen. 

Cirkels en rechte lijnen zijn limiet-krommen van iog. 
spiralen. Voor n=—= 1, worden de n-spiralen cirkels, en de 
me-spiralen rechte lijnen. 

Voor m == 1, worden de m-spiralen cirkels, en de n-spiralen 
rechte lijnen. 

Voor m=l en n=—=1l worden alle spiralen rechte lijnen. 

Als mn=l, worden de lijnen AB, BK enz. evenlang, 
dus de spiralen door A, B, K, enz. cirkels. In sommige 
gevallen kunnen AB,‚ BK, enz. een rechte lijn vormen, 
nljals ZSADB == 90°; F. J. VAES. 


55. Experimental Mathematics. 


In de zelfde afl. als het voorgaande stuk spreekt E. A. 
N. Pochin over een experimenteele bepaling van e. Aanlei- 
ding tot zijn onderzoek was het gezegde van een zijner 
vrienden, dat wiskunde een experimenteele wetenschap is 
evenals scheikunde of natuurkunde, en dat alles op de 
wereld slecht wordt gedaan; het onderwijs in wiskunde in 
't bijzonder. 

Met een eenvoudig instrument: stang AB, die door O 
glijdt, en rolletje C, dat onder een bepaalden hoek kan 
worden gesteld met AB, beschrijft hij logarithmische spi- 
ralen. 

De hoek is 45° gekozen; uit het papier snijdt hij sec- 
toren, gelegen tusschen voerstralen van 1 en 2, 2 en 8, 
8 en 4 enz. Eng. duimen. Door naast elkander leggen blijkt 
dan dat sector 1 —2 en 1 —3 samen sector 1 —6 ople- 
veren. Enz. 


Hieruit volgt een middel om bijv. 5.® te teekenen. 


Et 


Wordt de hoek van den sector 1 radiaal genomen, dan 
verhouden zich de voerstralen als 1 tot ( 1 En zooals 


blijkt, als men den hoek in een oneindig aantal deelen 
verdeeld denkt. Door opmeten vindt men dus de waarde 
van €. 


Op deze wijze krijgt men een voorstelling van e,‚ evenals 


nen en CG 
D 
B 
0 
A 


men zr kan voorstellen als den omtrek van een cirkel met 
straal 1. 

Spreker toonde in zijn lezing een modulus, nl. een sec- 
tor met een hoek van 2,502 radialen, verdeeld in tien ge- 
lijke deelen. Wordt deze gelegd op de spiraal, die de e- 
logarithmen geeft, dan worden deze omgezet in log. met 
basis 10. 

Als besluit stelt spr. de steeds toenemende voorraad in- 
strumenten van laboratoria tegenover het enkele zwarte 
bord, waarop de wiskunde moet worden behandeld, en 
verwacht, dat diagrammen, modellen en werkelijke metingen, 
in verband met toepassingen op practische zaken, veel 
kunnen bijdragen tot het wekken van belangstelling, en 
het denkbeeld kunnen doen verdwijnen, dat de wiskunde, 
de oudste wetenschap, niets anders is dan een verzameling 
kunstgrepen met symbolen, vereenigd in een kalfslederen 
band, netjes versierd met het monogram van de school. 


EJ WARS: 
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54. Eigenschap van twee parallelopipeda. *) 


Als men de overeenkomstige hoekpunten van twee 
parallelogrammen verbindt 
Art en deze lijnen in een zelfde 
Ì 5 verhouding verdeelt, dan 
\ \ C zijn deze punten de hoek- 
il \ \ punten van een derde paral- 
Hi lelogram. Worden toch op 
VE AL de lijnen CB, en DA; punten 
EA P en Q gekozen, die deze 
lijnen in dezelfde verhou- 
\ e 7 
SC, ding verdeelen als de lijnen 
AA;, BB, enz. verdeeld zijn, 
2 B, \ dan zijn A9 Q en B, P gelijk 
c‚ en evenwijdig, waaruit het- 
1 zelfde volgt voor As Ba, QP 
D, en Co Da. Dus iS As Bs Co Do 
een parallelogram. 
Hetzelfde is waar als ABCD en A,B,C,D; in verschillende 
vlakken liggen, waaruit dan volgt: de punten, die de 
verbindingslijnen der overeenkomstige hoekpunten van twee 
parallelopipeda in dezelfde verhouding verdeelen zijn de 
hoekpunten van een derde parallelopipedum. 
Constantinescu, Mathesis 1907. Note 22. Q. 


55. Eigenschappen van een viervlak waarin de producten 
der kruisende ribben gelijk zijn. 


Hierin zullen: 

1) de twaalf deellijnen van de binnenhoeken van de zij- 
vlakken elkander twee aan twee snijden op de ribben; 

2) de vereenigingslijnen der snijpunten, die op kruisende 
ribben gelegen zijn, door een punt gaans; 

8) de twaalf deellijnen van de buitenhoeken van He zij- 
vlakken elkander twee aan twee snijden op de verlengden 
der ribben; 

4) de zes onder 3 genoemde snijpunten in een plat vlak 
gelegen zijn. 

De beide deellijnen van de hoeken BDC en BAC ver- 


”) De lijnen A9 Ds en By Co moeten vervangen gedacht worden door 
gebroken lijnen A9 Q Ds en Bo P Og. 
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deelen BC in reden van BD : DC en BA : AC, welke 
verhoudingen blijkens ik gegevene gelijk zijn. Hieruit vol- 
gen (1) en (3). 

/„ U’ Daar RS en TU bei- 
den door P’ gaan, zoo 
snijden dus RU en ST 
elkander. Zoo ook de 
anderen en daar de 
drie vereenigingslijnen 
P niet in één vlak liggen, 

zoo moeten zij door 
één punt gaan (2). 
Zoo R’ en S’ de uit- 
einden der deellijnen 
zijn, gelegen op BD 
en CD, danszijn. S/ 
R’, P collineair; zoo ook U’, T’ en P. Telkens liggen dus 
5 punten in een vlak, waaruit (4) volgt. 

Opgemerkt kan worden, dat het punt in (2) genoemd, 
het zwaartepunt is van massa’s in de hoekpunten geplaatst 
evenredig met den wortel uit het product der ribben van 
de overstaande zijvlakken. 


Blaikie, Educ. Times 1907. Question 16265. Q. 


56. Eigenschap van de Pascallijn van een driehoek. 


Naar bekend is zullen de raaklijnen in de hoekpunten 
van een ingeschreven driehoek de zijden van den driehoek 
in drie punten snijden, welke op één lijn gelegen zijn, 
welke rechte men de Pascallijn van den driehoek zou 
kunnen noemen. Elk punt dezer rechte heeft nu de eigen- 
schap, dat het product zijner afstanden tot de drie zijden 
gelijk is aan het product zijner afstanden tot de drie 
raaklijnen. 

Zijn de afstanden van eenig punt P tot de zijden #”, 4, 
z en tot de raaklijnen a/, 4’, 2 dan heeft men: 
ONCE G ys sALB"Sin Are an BC sin B 
TRR ener ALC sin. C2. Ze BEANSIn SAS 
de 
JE / 2 
Weill, Bulletin des Sc. math. et phys. ALI 1907. Q. 


dus 
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57. Een vraag over samengestelde interestrekening. 


In de Educ. Times, 1907 maakte Ganguli de opmerking, 
dat men het aantal jaren, waarin een kapitaal verdrievoudigd 
wordt gemakkelijk vinden kan door 111,5 door het percent 
te deelen. Inderdaad komt deze praktische regel heel aardig 
uit. Men heeft toch, dat de tijd is voor 


1015 AAD NTARE Ee en 
EL Te 
SENT TT Le f 
10) DE ae ld 
GR II laf 


Sangana gaf in hetzelfde maandblad van deze uitkomst 
de volgende verklaring. Zij 


Bi) =—n | Hi TR (5) + 5 (io) 


10986 = np | 14 À df dus 


100 
Eer en 
110 (: + Zo) = np of 
110 | 
n= 5 —J- 0,55. Deze nauwkeuriger formule geeft 


nu verdrievoudiging voor 
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Lemo 10;55 jaar. 
ZUNE D5,D 1, 
NN 2 LI 
AP OD "5, 


npe AAR 
Blijkbaar is de gegeven regel voor uitbreiding vatbaar. 


Q. 


58. De eindcijfers van machten. 


1°. „fP +2 kan alleen tot eindcijfer hebben 0, 1, 4, 5,6 of 9. 


20, nen nf? +l of meer algemeen nl en nÍP +4 hebben 
hetzelfde eindcijfer, daar hun verschil een tienvoud is. 


8°. Als een derde macht op 0, 4 of 8 eindigt, is het cijfer 
der tientallen even; eindigt het op 2 of 6, dan is het 
cijfer der tientallen oneven. 


4°, Als een derde macht oneven is dan zijn de cijfers der 
tientallen van de macht en van den wortel tegelijk 
even of oneven. 


5°. Als een derde macht op 5 eindigt, is zijn cijfer der 
tientallen 2, als het cijfer der tientallen van den wortel 
even is; het is 7 als het cijfer der tientallen van den 
wortel oneven is. 


Verkaart, Mathesis, 1907. Q. 


59. De „Stellingen” van Ptolemeus. 


Verschillende, vooral Fransche, schrijvers weten twee, 
ja drie stellingen van Ptolemeus te noemen; de eerste heeft 
dan betrekking op het product, de tweede op het quotient 
der diagonalen van een koordenvierhoek. Zeker is die naam 
al zeer oneigenaardig en in het geheel niet te verdedigen. 
Ptolemeus (+ 150) toch heeft in zijn Groot Wiskundig 
Samenstel alleen over het product der diagonalen een stel- 
ling gegeven; de stelling over het quotient der diagonalen 
is het eerst uitgesproken door Brahmagupta (+- 600), die 
in staat was de diagonalen in functie der zijden uit te 
drukken (vergelijk: Chasles, Apergu Historique, bl. 416). 
Men zou dus zeer geschikt van de stelling van Brahmagupta 

Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang. 6 
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kunnen spreken en had dan tevens den naam van den 
grooten Indischen wiskundige genoemd aan wien wij o.m. 
ook nog de formule voor den straal van den omgeschreven 
cirkel bij een driehoek en voor den inhoud van een koorden- 
vierhoek in functie der zijden verschuldigd zijn. 

Met behulp van inhouden zijn de stellingen eenvoudig te 
bewijzen, Pagès toont dit weder in het Bull. des Sc. math. 
et phys. AIII 1907. 


Zij (fig. 1) R de straal van den omgeschreven cirkel, 
pPdqg=r, rd-s=y, dan is: 


abx cda 
ABCD = A ABC + A ACD = ZR J IE 
L 
ST (ab + cd). 
Eveneens 
zE et 

ABCD = in (ad + be) 

Dus: % ad + be 


yab ted 
Hoe fraai dit bewijs ook moge wezen, het moet toch 
wat eenvoud der gebruikte hulpstellingen betreft, achter- 
staan bij een veel ouder bewijs, dat wij aan Regiomontanus 
verschuldigd zijn. 


Uit Kn À 
A AB a p 
ad + be _ ad 
EE kri 
Eveneens 
ab + ed _ cd 


ô TE en daar de laatste waarden 
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gelijk zijn, zoo volgt weder hieruit de verhouding van «: g. 

Hierbij sluit zich aan een bewijs, dat Scott in de Repr. 
Educ. Times 1900 meedeelde. 

Het oppervlak van vierhoek ABCD, zijnde } xy sin p, 
wordt niet veranderd als 6 en ec van plaats verwisselen 
(fig. 2). / ADC’ is pg, dus is ook de inhoud van den 
vierhoek = A ABC’ + A ADC = Jacsingp + 4bd sin p, 
dus zy —= ac + bd. Qq. 


60. Verband tusschen de stellingen van Ptolemeus 
en Wallace. 


In de Educ. Times werd gevraagd de lijn van Wallace 
af te leiden uit het theorema van Ptolemeus. Het volgende 
is wellicht eenvoudiger dan de oplossing, welke de Reprints 
XII Dl. 58 geeft. 


Daar sin A= maar ook, zooals uit A FPE volgt 


= wezen zal, zoo is: 2R. FE = a. AP. Eveneens 


AAR MBT ee 
ARADE Se OP. 


Daar echter a. AP == b. BP + c. CP, 
‚E zoo geeft substitutie 
ii FE = FD + DE 

dus moeten PF, D, E collineair zijn. 


Q. 


61. Eigenschap van een viervlak. 


Als in een viervlak ABCD de standhoeken op de ribben 
AB en CD recht zijn, dan zullen de gemeenschappelijke 
loodlijnen der beide andere paren kruisende ribben lood- 
recht op elkander staan. 

Breng door een punt S lijnen Sa, Sb, Sc, Sa’, Sb’, Se’ 
evenwijdig met DA, DB, DC, BC, CA, AB. Daar Sb, Sc, 
Sa’ evenwijdig met de zijden van A BDC loopen, liggen 


84 


zij in één vlak; hetzelfde is het geval met de lijnen Sa, 
Sb’, Sc, zooals ook de figuur laat zien. 
De loodlijn op AD en BC staat loodrecht op vlak aSa’ en 
de loodlijn op AC en DB loodrecht op vlak bSb’; aangetoond 
moet dus worden, dat 
D deze vlakken elkander 
A loodrecht snijden. 
Blijkens het gegevene 
gE zijn de vlakken Sa’ en 
asb evenals de vlakken 
cSb en aSc onderling 
loodrecht. In den drie- 
vlakshoek S.abd’ zijn 
dus de vlakken acS en a’/S als hoogtevlakken aan te 
merken, dus moet bSb’ een hoogtevlak zijn d.i. loodrecht 
op aSa! staan. 


G. F. Bulletin des Sc. math. et phys. XIII 1907. GQ. 


62. Vraagstuk over een regelmatigen zeshoek. 


Elke zijde van een regelmatigen zeshoek wordt 
in ” gelijke deelen verdeeld en door hoek- en. 
deelpunten lijnen evenwijdig met de zijden ge- 
trokken. In hoeveel driehoeken wordt de zeshoek 
verdeeld en hoeveel hoekpunten heeft het geheele 
netwerk ? 

Voor A AMB is dit aantal blijkbaar 143... (2n—1l)=n?, 
dus is voor den geheelen zeshoek het aantal 6n?. 

Op een middellijn liggen 2n + 1 hoekpunten; op de lijnen, 
die aan eene zijde met deze middellijn evenwijdig loopen 


MI) (HH F (F1) = fo n (Bn + 1). 


Het geheele aantal hoekpunten wordt derhalve: 
n(3n +1) + (2n + 1) = 3n? + 3n + 1. 
Perrin, Bull. des Sc. math. et phys. XLI 1907. Q. 


63. Het volume van een kilogram water. 


Wat het volume is van één kilogram water yvan 4° C 
is een allereenvoudigste vraag op de lagere school. Voor 
hem echter die weet, dat in 1872 het Bwreau international 
des Poids et Mesures het Kilogramme des Archives de France 
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tot het standaard-kilogram verheven is !), wordt de zaak 
minder eenvoudig, want toen was wel reeds bekend, dat 
het door Lefêvre-Gineau en Fabbromi vervaardigde kilogram 
niet volkomen voldeed aan de metrische eischen, die aan- 
vankelijk gesteld waren. Verschillende waarnemers waren 
echter, ook wat het teeken der fout betreft, tot verschil- 
lende uitkomsten geraakt en besloten werd dan ook, dat 
het Bwreau de zaak opnieuw onderzoeken zou. 2) 

Vijf en dertig jaar is aan de beantwoording dezer vraag 
gearbeid, en thans zijn langs verschillende wegen zeer over- 
eenstemmende waarden gevonden. Voor het gewicht van 
l kubieke decimeter water van 4° C werd gevonden door: 

Guillaume 1,000 029 KG. 
Chappuis 1,000 027 KG. 
Macé, Benoit, Bwisson 1,000 028 KG. 

Gezegd mag dus worden, dat het standaard kilogram 
iets (28 milligram), zwaarder is dan aanvankelijk bedoeld 
werd, maar ook, dat Lefêvre-Gineau en Fabbroni met 
buitengewone nauwkeurigheid gewerkt hebben, want een 
hoeveelheid water van 4° met de massa van het standaard 
kilogram zou gedaan kunnen worden in een kubus, waar- 
van elke ribbe slechts met één mikron den decimeter 
overtrof. 

Guillaume, Rev. Gén. des Sc., XIX, blz. 262. Q. 


64. Oplossing van » + y —= «a en ig © = m tg y. 


Uit deze vergelijkingen volgt: 

Si Di a rl md! 

sin(@ 4) m1 
Cardot, Bull. des Sc. math. et phys. XIII, 1908. 
Question 2309. 


65. Wortels van a cos x + b sin & == C. 


Als de wortels x, en #9 zijn, dan bestaan de betrek- 
kingen: 


D XXII. Le Kilogramme international sera déduit du Kilogramme 
des Archives dans son état actuel. 

2) XXVII. La détermination du poids du décimètre cube d'eau doit 
être faite par les soins de la Commission internationale. 
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at he 

cos (41 + %) = az + b? 

2 ab 

SIn (z4 En %o) == ar db? 

Cc? — a? — hb? 

COS (%/ — Ao) —= ar FD? 

Ze Wa? + b2 — Ce? 

sin (# — %) = Er 
Cardot, Bull. des Se. math. et phys. 1908. XIII. 
Question 2807. | Q. 


66. Inhoud van een gelijkzijdig viervlak. 


Zijn de ribben, die in een hoekpunt samenkomen a, b, c, 
welke met elkander de hoeken A, B, C vormen. Daar hier 
nu A + B—(C=180° is, zoo gaat de algemeene inhouds- 
formule 

V==tabe WsinS sin (S—A) sin (S—B) sin (S—C) 
over in 
V=dabe Weos A eos B eos C 
of ook 


Vh W(2.2be cos A. 2ea cos B. 2ba eos C) 
=d E22 He? — a)? Ha? — DP) 2 Ha? — et). 
Deze afleiding is van Chefik Bey (Nouv. Ann. 1880) en 
vrij wat eenvoudiger dan die, welke de Repr. Educ. Times, 
XIII, 1908 meedeelt. Uit de gegeven formule blijkt ook, 
dat een gelijkzijdig viervlak niet door stomphoekige drie- 
hoeken begrensd kan worden. 


Nouv. Ann. 1880. Repr. Educ. Times, XIII, 1908 Ques- 
tion 16248. Q. 


67. Constructie der wortels der vergelijking #2 — px + q —o0. 


Neem op rechthoekige assen ov=p, Oy =l, 12=g. 
Beschrijf op yz als middellijn een cirkel, die 
z ox in A en B snijdt; OA en OB zullen dan 
de wortels der vergelijking zijn, daar OA + 
OB prent DA 0 B RLR 


Mair, Schoolcourse of Mathematics 1907. _Q. 
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68. Eigenschap van een driehoek. 


Zoo de punten A’, B, C’ diametraal met A, B, C ge- 
legen zijn op den omgeschreven cirkel, dan is de som der 
driehoeken A’BC, BCA, CAB gelijk aan /\ ABC. 

Voor de som der A A zou men 
vinden: 

2R? 2 sin A cos B cos C, dat te 
herleiden is tot 
IR? sin A sin Bsin Cd.i. A ABC. 

Meetkundig is het bewijs een- 
voudig te leveren als men ook het 
hoogtepunt H invoert. Daar toch 
AHCB’ een parallelogram is, zal 
A ABC = A CHA wezen, ‘enz, 
waar uit de stelling volgt. 

Is / A stomp dan zullen de A A BCA en C'AB als 
negatief in rekening gebracht moeten worden. 


Vayssière, Bull. des Sc. math. et phys. XIII, 1908. Ques- 
tion 2299. Q. 


69. Eigenschap van een hyperbool. 


De raaklijnen aan een hyperbool in P en Q ontmoeten 
een asymptoot in z en y; PQ zal 
dan xy halveeren. 

Want daar A wor! = A yoy' is, 
zal ook A xyy= xy t wezen 
dus zy'//x'y. Daar P en Q de 
middens der raaklijnen zijn, volgt 
hieruit de eigenschap. 


Nesbitt, Repr. Ed. Times, XII, 1907. Question 16122. Q. 


be Sen 


70.” Kegelsneden met een gemeenschappelijke koorde. 


Als een bundel kegelsneden de punten A en B gemeen 
hebben gaan alle poollijnen van eenig punt O van AB ten 
opzichte dier kegelsneden door één punt nl. door het punt 
harmonisch toegevoegd aan O ten opzichte van A en B. 


Beard, Repr. Educ. Times, XIII, 1908. Question 16251, 
Q. 
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71. Inhoud van een prismoide. 


„Les mathématiciens ne se lisent pas” heeft Lemoine 
eens geklaagd. Ware het anders, dan zouden bekende 
eigenschappen niet telkens’ als iets nieuws ter markt ge- 
bracht worden. Geregeld worden er b.v. inhoudsformules 
voor de prismoïde opgegeven, die slechts bijzondere gevallen 
zijn van de algemeene formule door Jan de Vries in de 
Versl. K. A., 1901 bl. 872 meegedeeld. | 

Zoo werd in Bull. des Sc. math. et phys, XIII, 1908, 
Question 2305 gevraagd de formule te bewijzen 


VS h(G 3D), 


waarin A de hoogte, G het grondvlak en D een doorsnede 
op 2/g der hoogte boven het grondvlak voorstellen. 

Niet onaardig is de vraag, die in verband met deze for- 
mule besproken werd. Hoe kan men twee doorsneden P en 
Q vinden opdat de inhoud va de prismoide gegeven zij door: 


Nn Ten See 


Wordt de doorsnede en een afstand x van het midden- 
vlak voorgesteld door: ax? + be + ec, dan is voor 


OD M= 
xl h, RED 
x=—lf,h, G=tah? —4bhHe 


Waardoor dus 
(1) V=h(dah? +e) wordt. 
Zijn nu de vlakken P en Q op afstanden x en y van 
het middenvlak verwijderd dan wordt: 


(2) Vana SE tb. Kn ). 


14 Iden 
Willen nu (1) en (2) overeenstemmen dan moet: 
22 Any? h? 
IJ-n 12° 


X+- ny =o, waaruit volgt: 


REE pj ES on AE 
Baronne mes Vanin 
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Voor n=83, is dus: 
v=—lilsh, y=llgh, wat overeenstemt met de in den 
aanvang gegeven formule. 

Voor n==1 zou men hebben: 


h h 


IE ee 
[ron Via 
en wordt dan dus 


V=dih(P HQ). Q. 
12. 
1. Als voldaan is aan de betrekkingen : 
af az QED 
dg os ds =5 ea. A1 —= 5 
en An (An — Ap) — IP, 


waarbij alle letters rationeele, positieve getallen voorstellen, 
heeft men 


asen 
VE VEE + d 


aad 4ag 


Te h + as)? heere 
*) Va, + Va, + Vas nak: LEE, Gen IE VE Go 


ea)? Td 
WNA LE TN v/ En 


en in ’t algemeen: 


Far D) TEER 3 
We VEREEN VES VE an)” 


") Substitueer voor Was + Va, de waarde, die uit 1) volgt. 
Na Vas wordt dan van den vorm Var + Var WZ. 


4 \2 
Daar echter (55) == a, kan de wortel getrokken worden. 
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2. Is a2—b— hé, en en —h?, dan is 


VTE vb =— VEL 


Is a? — b = h?, en Le 


VEE EE 


Is a(a—b) = hi, en — ie ze io 


s 1 RSE ME? 
miv VEE 


Is a (a —b) == h?, en 5 (a d-h)=k?: 


4 
co) | 


k2: 


4 1 et BS, 
Wari =p VAA We 
2 
3. Is (a? —b) —= hf, Zes — k? en ea — q?, dan 
volgt uit 2): 


4 4 

4 ey EM 
A Sh H- k +4 sh Jk —4 

Va Vor = Vl tel dq + SE oma 


4. Is a? — b —= Cc, en x een rationeele wortel van 
4 xr — 3c 4 — a == 0, dan is 


En x + Via —e 


(S. Composto. Per. di Mat. XXIII, 5 en XXIV, 1. 1908). 
K. 
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73. Uit een artikel van Bottari over onbepaalde ver- 
gelijkingen, wier wortels geheel zijn en een rekenkundige 
reeks vormen, wordt het volgende bijzonder geval van de 
zoo actueele stelling van Fermat genomen, met het later 
ingezonden bewijs van P. Cattaneo. (Per. dì Mat. XXIII, 
5, 1908.) 


Zijn x,y, 2 drie geheele positieve getallen, die een reken- 
kundige reeks vormen, en iS 


VONN LEN 


Di Maa 2 
AETR TE REN 
DA A eN 
te 
RAE an A 


Bewijs: Stel 2 = y — a, 2 =y + a. Vergelijking 1) 
wordt dan 
OE A vEt EEN, 


Zien we af van het geval, dat x, y, # een gemeenschap- 
pelijken factor bezitten, dan volgt onmiddellijk uit 2) 


Os Nene Lie 1 Sif Lees ne ) 
Is »n oneven, dan volgt uit 1) en 3) 
Ve rn NE na + Ony_y” + 2. 


Was » ee 8, dan zou tegelijk y >> 1 en 7 een geheel 


getal moeten zijn. Derhalve is n = l, en y= 2, x= 1, 
„ek 


Is n even, dan volgt uit 1) en 8) 
NE A ern SEN ND L An, sy? J An. 


Was „ >> 4, dan zou tegelijk 4 De 2n en en een ge- 


heel getal moeten zijn. Derhalve is n = 2, en y = 4, 
Lade de K. 
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74. In de „Revue de l'enseignement des sciences”, het 
in den 4en jg., bladz. 139 aangekondigd tijdschrift, worden bij 
voortduring lezenswaardige artikelen gepubliceerd over het 
onderwijs in de Wis- en Natuurkundige vakken. In het num- 
mer van Januari 1908 (n°. 11) schrijft Perrin, chargé de cours 
à la Sorbonne, een, we zouden haast zeggen noodig artikel 
over de balans. Hij komt daarin op tegen de maar steeds 
(ook in Nederlandsche boeken) gepropageerde, verkeerde theo- 
rie over de gevoeligheid van de balans. Hij zegt ongeveer 
het volgende: als men, zooals gewoonlijk, een weegschaal 
door een vlakke figuur heeft voorgesteld, waarin drie 
punten de aangrijpingspunten van de werkende krachten 
voorstellen, vergeet men licht dat ieder van die punten 
niet materieel verwezenlijkt is, maar alleen onderworpen 
Is aan den eisch op den kant van een mes te liggen. Om 
het nauwkeuriger te zeggen, voor iedere schaal snijdt de 
resultante van het gewicht en de belasting den dragenden 
kant van het mes in een punt, welks ligging afhangt van 
de plaats der belasting in de schaal. Opdat deze plaats 
geen invloed hebbe op het resultaat, is het noodig en 
voldoende dat de kanten der messen evenwijdig zijn... 
Als mijn herinneringen juist zijn, zegden onze leermeesters 
ons niets omtrent deze kwestie. Dat was niet meer dan 
een verzuim. Moeielijker is het zich te verklaren hoe de 
discussie over de gevoeligheid klassiek is kunnen worden 
in een vorm, die mij zeer onnauwkeurig voorkomt. Als 
men, voor een eerste benadering, aanneemt, dat de kanten 
van de drie messen in één vlak liggen, en dat de armen 
een zelfde lengte / hebben, toont men gemakkelijk aan, 
dat de uitslaghoek « bij een overwicht p gevonden wordt 


Dn waarin P het gewicht van den 
arm en d den afstand van zijn zwaartepunt tot de ophang: 
as voorstelt. De gebruikelijke discussie zegt nu, dat voor 
de gevoeligheid de arm lang en licht moet zijn; om deze 
twee voorwaarden met elkaar te verzoenen, neemt men een 
langen arm van licht metaal, en geeft aan den arm den 
voordeeligsten vorm. Men vergeet hierbij dat het altijd 
't best zal zijn een licht metaal te nemen, en den voor- 
deeligsten vorm te kiezen. Hier volgt de redeneering, die 
ik voorstel: ’t spreekt van zelf, dat men het metaal zoo 
licht mogelijk zal kiezen. Dan blijft over te kiezen tusschen 


uit de formule: tga = 
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armen van verschillende vormen, maar waarvan de alge- 
meene gedaante ’t zelfde is, zoodat men geen groote fout 
zal maken door aan te nemen, dat ze meetkunstig gelijk- 
vormig zijn; het gewicht van den arm is dan evenredig 


met de derde macht van zijn lengte, en de verhouding 5 is 


dan omgekeerd evenredig met het vierkant der lengte l). 
Ten slotte wijst de Perrin er op, dat als men een grens 

stelt aan den schommelingsduur van de balans, lange 

armen slechter zijn dan korte. C. A. Cikor. 


Nieuwe leerboeken. 


De heeren Behrendsen en Götting, leeraren a/h Gymnasium 
in Göttingen, en volgelingen van Klein, (die, zooals men 
weet ook Professor in G. is), hebben een „Lehrbuch der 
Mathematik nach modernen Grundsätzen” uitgegeven. De 
geheele School-Wiskunde wordt in twee deelen uitgegeven. 
Het eerste deel bevat Planimetrie (dus geen vermenging 
van Planimetrie met Stereometrie), en een gelijktijdige 
behandeling van Reken- en Stelkunde („Arithmetik”). De 
beginselen volgens welke het boek gemaakt is, zijn 
natuurlijk die der school van Klein: vroegtijdige maar 
geleidelijke ontwikkeling van het functie-begrip en van het 
zien in de ruimte, het naar voren brengen van de 
practische waarde en van het meer concrete der wiskunde, 
zonder daarom de logische vorming te schrappen, een meer 
dynamische behandeling, en een „Beseitigung alles veral- 
teten, den Schüler belastenden Ballastes.”— Om eenige 
karakteristieke punten aan te geven: In de Planimetrie 


1, Ons dunkt dat het beter ware geweest den arm te beschouwen 
als een balk, die aan een uiteinde gemetseld is, en aan het andere 
eind belast, en dan den invloed van de doorbuiging na te gaan Maar 
ook dan verkrijgt men tot resultaat, dat de „landläufige” discussie 
over de gevoeligheid verkeerd is. 
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worden, vooral in ’t begin, de omgekeerden en de bewijzen 
uit het ongerijmde zoo goed als geheel weggelaten. Even- 
wijdige lijnen worden gedefinieerd als lijnen, die overal 
denzelfden afstand hebben. Bij de stelkunde worden spoedig 
graphische voorstellingen gebruikt. 

Het werk geeft o.… a. nog geen definitieve oplossing, 
trouwens, dit weten de schrijvers ook wel. Ons dunkt dat 
de slinger van het uiterste „abstractie en quasi logica” 
naar het andere: „te veel practijk en te weinig logica” 
overgeslagen is. 

Stäckel, hoogleeraar a/d technische hoogeschool in Hannover, 
werkt aan een vertaling van de bekende en zeer mooie 
elementaire werkjes van Borel. C: A CTED 


Boekbespreking. 


Dr. H. A. Naber: „Das Theorem des Pythagoras”. Wieder- 
hergestellt in seiner ursprünglichen Form und betrachtet als 
Grundlage der ganzen Pythagoreischen Mathematik und Phú- 
losophie. 

Toen de heer Dr. H. A. N. indertijd aan de Red. van 
het W. T. schreef, dat hij een verhandeling over het 
Th. v. P. wilde aanbieden ter opname in het W. T., meende 
de Red. een reeks bewijzen te zullen ontvangen van het 
bekende theorema. 

Groot was echter de verrassing bij ontvangst van het 
manuscript. Want dit bleek geheel nieuwe gezichtspunten 
te openen op het gebied van de geschiedenis der wiskunde, 
en verband te brengen tusschen een aantal zaken, die tot 
nu toe beschouwd werden als onafhankelijk van elkander, 
terwijl van een aantal geen bevredigende verklaring bestond. 

Het was zeer gewenscht, dat zulk een belangrijke studie 
in boekvorm verscheen, om meer lezers te vinden; tevens 
gaf dit den schrijver de gelegenheid zijn oorspronkelijk ge- 
schrift in verschillende richtingen uittebreiden. En dus is 
het werk ontstaan, dat zeker met groote belangstelling zal 
worden gelezen door alle wiskundigen. 
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Maar ook door vrijmetselaars en door theosophen, want 
de wiskundige figuren, waarover gehandeld wordt, werden 
geteekend en bestudeerd in een tijd, toen wetenschap en 
godsdienst nog nauw verbonden waren; toen de geheele 
egyptische priesterschaar met den koning aan het hoofd 
aanwezig moest zijn om een rechten hoek uit te zetten 
voor het grondvlak eener pyramide; toen een orakel de 
verdubbeling van den kubus kon eischen als middel om 
een epidemische ziekte te doen verdwijnen, en toen de — 
met passer en liniaal niet uit te voeren — verdeeling van 
een hoek in drie gelijke deelen, verschillende kromme lijnen 
deed bedenken, die thans nog in de wiskunde behandeld 
worden. 

De mystieke sluier, die nog steeds hing over uitspraken 
van dien tĳd, over teekens, die nog vele eeuwen later 
gebruikt werden, over de afmetingen der pyramiden, wordt 
gedeeltelijk opgelicht. 

Doch steeds blijft de schrijver zuiver in zijn redeneeringen, 
en laat zijn onderstellingen berusten op gegevens van 
vroegere en latere schrijvers. 

Vooreerst wordt het vermoeden ier dat P. zijn 
theorema op geheel andere wijze gevonden en aangetoond 
heeft dan Euclides later deed, en dat hij door zijn ge- 
dachtegang tot het onderzoek van verschillende onderwerpen 
gebracht werd, die thans schijnbaar niet met zijn Th. in 
verband staan, of zelfs uit de wiskunde verdwenen zijn. 

Zoo het woord Gnomon in de beteekenis, die de ouden 
er aan hechtten, en waaraan de heer N. een belangrijke 
rol toekent. 

Ook wordt vermoed dat P. mz — W/10 aannam; dat P. 
zijn toonladder vond uit een snaar, gespannen in den vorm 
van een driehoek met zijden 8, 4 en 5, dien de Egypte- 
naren gebruikten bij den pyramidebouw — het woord 
gamma wordt daardoor verklaard. 

De „drievoudig-gelijkbeenige driehoek” leidt tot spiralen, 
en tot de gulden snede (d. í. de verdeeling in uiterste en 
middelste reden), en zeer HERA onderstelt Schr., dat de 
Grieken verschillende kromme lijnen, die thans naar de 
hoogere wiskunde verschoven zijn, gerangschikt moeten 
hebben onder wat nu lagere wiskunde heet. 

Naast de logarithmische spiraal zal ook de limagon onder- 
zocht zijn, en terwijl de eerste P. bracht tot zijn „bezielde 
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punten”, voerde de tweede ongetwijfeld tot het vraagstuk 
een gegeven hoek in drie gelijke deelen te verdeelen. 


De gulden snede, de kettingbreuken, de irrationaliteit, 
het heilige getal 36, het heiligste getal 10, het theorema 
van Ptolemäus worden besproken. Maar bijzondere belang- 
rijkheid kent schrijver toe aan den stervijfhoek (pentalpha), 
die nog in de vrijmetselarij in eere is, en die hem leidt 
tot nader onderzoek van het woord „abrakadabra’, van de 
„letter van P.”’, van de 10 kategorieën, van het maltezer- 
kruis, van de woorden „abacus” en „apices”, van de vijf- 
hoekige pyramide, en van het regelmatige 20- en 12-vlak. 


De groote belezenheid van den Schr. is treffend. Geen 
uitspraak en geen bewering wordt neergeschreven zonder 
aanhaling van een tekst of een schrijver. Daarom wekken 
de onderstellingen van den Schr. vertrouwen. 


Het boek zal ongetwijfeld een belangrijke plaats innemen 
in de wiskundige literatuur, en die plaats in afzienbaren 
tijd behouden. 

Uiterlijk is het boek zeer goed verzorgd. De uitgever 
heeft geen kosten gespaard. De band is buitengewoon fraai; 
de voorzijde is de afbeelding van een raam uit de kerk te 
Amiens; de achterzijde heeft eenige versieringen op den 
inhoud van het boek betrekking hebbende. 


Réné Baïre. Lecons sur les Théories Générales de Analyse. 
Tome II, Variables complexes. Applications géométrigues. 
Paris Gauthier-Villars, 1908. 

Al het goede, dat omtrent het le deel gezegd is op 
bladz. 264. 4e jg. W. T. kan herhaald worden voor het 
tweede. 

Hierin is bovendien de belangrijke stap gedaan, ver- 
schillende methoden van onderzoek, die steeds angstvallig 
gescheiden werden gehouden, tot één geheel te vereenigen. 
Het waren vermoedelijk in ’t bijzonder de onderzoekingen 
van Cauchy en Weierstrass, die den schrijver van de 
parodie op Faust, Mephisto aan den leerling deed zeggen, 
dat het beste is: 

„Wenn Ihr nur einen Meister hört, Und auf des Meisters 
Formeln schwört.” 

Terecht merkt K. B. op, dat een werk over Analyse 
niet een geschiedenis van de Analyse moet wezen. Het 
boek begint met complexe getallen, functies en integralen 
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met complexe veranderlijken, reeksen van complexe getallen, 
bijzondere functies, algemeenheden daaromtrent, résidus. 

In dit hoofdstuk heeft de schrijver een nieuwe benaming 
ingevoerd, nl. „normaal convergente” reeksen, het meest 
voorkomend geval van de gelijkmatig convergente reeksen !). 

Het volgend hoofdstuk behandelt differentiaalvergelijkin- 
gen; het daarop volgend hoofdstuk geeft meetkundige toe- 
passingen: omhullenden van lijnen (vlakke en scheeve) en 
oppervlakken, kromtestraal en torsiestraal, omhullende van 
het normaalvlak eener kromme lijn, torsiehoek. 

Dan het contact van kromme lijnen en oppervlakken, 
en osculeerende krommen, ontwondenen en ontwindenden; 
terwijl in het bijzonder onderzocht worden: cycloïde, ket- 
tinglijn, volgkromme, schroeflijn. 

De intrinsieke vergelijking van een kromme lijn (namelijk 
kromtestraal == functie van boog), het onderzoek van een 
oppervlak in den omtrek van een punt (theorema Meusnier, 
indicatrix), asymptotische lijnen van een oppervlak, ont- 
wikkelbare oppervlakken, regeloppervlakken, verandering 
en conforme afbeelding van oppervlakken, geodetische lijnen, 
worden achtereenvolgens besproken, terwijl een hoofdstuk 
over elliptische functies het boek besluit. 

Evenals het le deel kan ook dit 2e van groot nut zijn, 
zoowel voor studeerenden als voor hen, die nog eens iets 
willen nalezen. 


R. de Montessus. Lecons élémentaires sur le Calcul des 
Probabilités. Paris, Gauthier— Villars, 1908. 

Voor iemand, die zich op de hoogte wil stellen van de 
grondslagen der waarschijnlijkheidsrekening, is dit een 
uitmuntend boek, omdat het met eenvoudige gevallen be- 
gint, en langzamerhand overgaat naar meer samengestelde. 
De bedoeling van het werk is, evenals dat van Baire (zie 
hierboven), om een voorbereiding te geven voor meer uit- 
gebreide werken. Het begint met een zeer duidelijke uit- 
eenzetting wat men verstaan moet onder „waarschijnlijk- 
heid”, waardoor de vaagheid van het begrip wordt 
weggenomen. Eenige herinneringen aan de leer der per- 
mutaties en combinaties, de benadering van m!, bepaalde 


1). Zie W.T. blz. 171, 3en jg. Vraag 11, beantwoord op blz. 218, 
3en jg., en op blz. 45, 4en jg. 
Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang. ij 
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en onbepaalde integralen, en afgeleiden gaan vooraf aan 
het eerste hoofdstuk, dat de wet van Bernouilli toetst 
aan enkele voorbeelden, en de wiskundige waarschijnlijk- 
heid definieert. 

Telkens geeft de Schr. kleine wenken omtrent de waarde 
welke men moet hechten aan de uitkomsten der bereke- 
ning; enz. 

Het 2e hoofdstuk behandelt de door Laplace gegeven 
theorema’s, waardoor de oplossing van vraagstukken ver- 
eenvoudigd wordt, de theorie der afwijkingen, de theorema’s 
van Bernouilli en Poisson; 

het 3e hoofdstuk de hazardspelen (roulette, trente et 
guarante, baccarat) en de wiskundige hoop; een vrij uit- 
gebreide bespreking van enkele kaartspelen komt daarin 
voor, en eenige bladzijden over speculatie. 

In een kort hoofdstuk over meetkundige waarschijnlijk- 
heid komt het werpen van een naald op evenwijdige lijnen 
ter sprake, dat genoemd is in het W.T. 4en jg., bladz. 70, 
en een vraagstuk betreffende de lengte van koorden in een 
cirkel, waarbij de waarschijnlijkheid dat de lengte eener 
koorde grooter is dan een bepaalde waarde functie blijkt 
te zijn van de ligging van het punt, waardoor de koorden 
getrokken worden. 

Belangrijker is het hoofdstuk over de waarschijnlijkheid 
der oorzaken, waarin de theorie der fouten behandeld 
wordt, en dus ook de methode der kleinste kwadraten 
vermeld wordt. 

Het besluit met eenige lezenswaardige bladzijden betref- 
fende statistieken. 

De laatste hoofdstukken bevatten toepassingen op afwij- 
kingen bij schieten met kanonnen en geweren, op de 
levensverzekering, en (zeer beknopt) op bijzondere ver- 
zekeringen, waarvan de verwezenlijking nog in de toe- 
‚ komst ligt. 


P. Pwiseux, La Terre et la Lune. Forme extérieure et 
structure interne. Paris, Gauthier-Villars. 1908. 

Men zou dit kunnen noemen een populair werk voor 
ontwikkelde lezers; wie van deze belangstelt in het onder- 
werp, zal het boek met genoegen lezen. Het eerste deel 
vermeldt de verschillende onderstellingen omtrent den vorm 
der aarde vanaf oude tijden; de afplatting, en de wiskun- 
dige theorieën omtrent den vorm der aarde; de uitkomsten 
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van geodetische metingen en van waarnemingen omtrent 
de grootte der zwaartekiacht op verschillende plaatsen; 
de opvatting dat het vaste deel der aarde den vorm heeft 
van een viervlak, ontstaan door indrukking van een bol; 
eenige beschouwingen omtrent den geologischen toestand; 
pogingen om de massaverdeeling binnen de aarde te ver- 
klaren, zoowel met behulp van mechanica en natuurkunde 
als met behulp van astronomie en geologie. IE 

Het tweede gedeelte, handelende over de naam, zal 
misschien door de meeste lezers belangrijker gevonden 
worden dan het eerste. Het begint met bespreking van 
eenige maankaarten uit vroeger eeuwen, en geeft de uit- 
komsten der onderzoekingen van Cassini, waardoor de 
libraties verklaard worden. 

De photographie heeft de studie van de maanoppervlakte 
belangrijk gesteund; 22 photo's van deelen der maan zijn 
bij het boek gevoegd; daarnaar wordt telkens verwezen, 
om een of andere mededeeling te verduidelijken. 

Omtrent het ontstaan van de maan wordt de neveltheorie 
gehuldigd, en in verband daarmede een theoretisch onder- 
zoek besproken betreffende de vertraging van den rotatietijd 
van aarde en maan, in verloop van millioenen jaren, door 
de door onderlinge aantrekking opgewekte vloedgolven; een 
vertraging die bij de maan reeds heeft opgehouden, daar 
de rotatietijd gelijk aan den omloopstijd is geworden. 

Omtrent de afwezigheid van water en gassen op de maan 
wordt ondersteld, dat deze gedeeltelijk zijn vastgelegd in de 
schors, gedeeltelijk ontsnapt zijn in de wereldruimte. Deze 
laatste zouden voor een klein deel op de aarde zijn terecht- 
gekomen, terwijl het grootste deel om de zon rondloopt. 

Il y aurait la une explication possible de la lumière 
zodiacale. 

Onderstellingen omtrent de temperatuur op de maan 
besluiten dit hoofdstuk. 

De algemeene indruk, die het maanoppervlak geeft maakt 
deel uit van het volgend hoofdstuk: de verdeeling der zoo- 
genaamde zeeën, de samenstelling en de vorming daarvan, 
de verdeeling der gebergten. Besloten wordt met een ver- 
gelijking omtrent de geschiedenis van aarde en maan. Dan 
worden de zoogenaamde kraters (de schrijver noemt ze 
liever cirques dan cratères of volcans) vergeleken met de 
aardsche vulkanen; de verdeeling over de oppervlakte 
nagegaan, de bijzondere kenmerken besproken. Daarna 
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volgt een beknopte vermelding van de theorieën omtrent 
het ontstaan der kraters, enz. (door wervelstroomen, door 
vloedgolven, ook in het inwendige, door opborreling, door 
ijsvorming, door botsing van meteorieten). 

Een volgend hoofdstuk geeft de onhoudbaarheid aan van 
die theorieën, bespreekt de vulkanische werking als 
oorzaak van de gedaante der maanoppervlakte, en geeft 
een zeer goede verklaring van het ontstaan der kraters 
met hun centrale bergen, en de andere vormingen. Aan 
deze laatste wordt een afzonderlijk hoofdstuk gewijd, ter- 
wijl als slothoofdstuk nog eens het stelsel der rechtlijnige 
verdeelingen op het oppervlak nagegaan wordt; de invloed 
daarvan op de jongste vormingen; en een vergelijking ge- 
maakt wordt tusschen de evolutie van aarde en maan, 
waarin wordt aangetoond, dat gelijke oorzaken op de beide 
hemellichamen ongelijke gevolgen moesten hebben wegens 
het verschil in afmetingen. 


Dr. D. van Gulik. Onweders en Onweersverschijnselen. 
Groningen. P. NoorpnHorr, 1908. f 1.00 

In populairen vorm wordt het onweder behandeld met 
wat daarmede samengaat. Na een inleiding, waarin de 
vliegerproef van Franklin besproken is, wordt de bliksem 
besproken in zijn verschillende vormen: bol-, snoer-, band-, 
vlakbliksem. Eenige bladzijden over den donder gaan vooraf 
aan een hoofdstuk: „Van treffen en inslaan’, waarin uit- 
sluitend gevallen worden besproken, die in ons land zijn 
voorgekomen. In de inleiding vermeldt Schr. het stelsel van 
onweerswaarneming door ruim tweehonderd personen, die 
vrijwillig aan het Metereologisch Instituut te De Bilt mede- 
deelingen doen toekomen. Daardoor zijn een groot aantal 
gegevens beschikbaar. | 

Na een mededeeling omtrent toe en afname van bliksem- 
gevaar in verschillende jaren volgt een belangrijke bespreking 
van: „Een onweersbui als meteorologisch verschijnsel”, 
waarin de veranderingen in luchtdruk vóór en tijdens een 
bui zeer duidelijk worden uiteengezet. 

Voor de volgende 18 blz. is eenige (zeer geringe) kennis 
van electriciteit noodig. 

Het boekje laat zich zeer aangenaam lezen; een dertigtal 
afbeeldingen breken en verduidelijken den tekst. 

Een literatuuropgaaf voor hen, die meer willen weten, 
is aan het eind opgenomen. 
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Annuatre pour Tan 1909, publié par le Bureau des Longi- 
tudes. Paris, Gauthier Villars, 1908, 1.50 frs. (franco 1.85 frs.) 

Het bekende jaarboekje bevat dit jaar weder de gewone 
astronomische opgaven en natuurkundige, chemische en tech- 
nische tabellen, terwijl als verhandelingen zijn toegevoegd: 
Les étoiles variables van G. Bigourdan, en Mouvements et 
déformations de la croûte terrestre van Ch. Lallemand. 
Bovendien zijn de reden opgenomen, die bij de begrafenis 
van den bekenden astronoom Janssen, den stichter van het 
observatorium op den Mont-Blanc, uitgesproken zijn door: 
de heeren Radau en Deslandres. 

De tabellen betreffende samengestelde intrest zijn eenigszins 
gewijzigd. 


F. Gomes Teixeira. Traité des courbes spéciales remar- 
quables planes et gauches. Ouvrage couronné et publié par 
VAcadémie Royale des Sciences de Madrid. Traduit de 
’Espagnol, revu et très augmenté. Tome Il. Coïmbre, 
Imprimerie de Université, 1908. 

In lIntermédiaire des Mathématiciens, Tome II, 1894, 
bladz. 37, gaf Haton de la Goupillière de wenschelijkheid 
te kennen, dat een boek zou worden geschreven over de 
verschillende kromme lijnen, die in de wiskunde behandeld 
worden. Hij stelde zich een jong wiskundige voor, die van 
elke kromme lijn alle bijzonderheden zou verzamelen, om 
die later, gerangschikt, in het licht te geven. 

De Koninkl. Ac. van Wetenschappen te Madrid schreef 
in 1892 als prijsvraag uit, te beantwoorden voor 81 Dec. 
1894: Een overzicht te geven van alle soorten kromme 
lijnen, die een bepaalden naam hebben, met korte mede- 
deeling omtrent haar gedaante, vergelijkingen, algemeene 
eigenschappen en haar ontdekker. Deze prijsvraag werd in 
1895 opnieuw gesteld, om beantwoord te worden voor 
81 Dec. 1897. Daarop kwamen twee antwoorden in, nl. 
van Gino Loria en van G. Teixeira. 

Het werk van laatstgenoemde: „Tratado de las curvas 
especiales notables”, werd door de Ac. bekroond en opge- 
nomen in de Mémoires van die Ac. (tome XXII) in de 
Spaansche taal. Het W. T. gaf een mededeeling daaromtrent 
‘in den 4en jg. blz. 189. 

De Spaansche taal moest uit den aard der zaak een 
beletsel zijn voor de verspreiding van het werk, en het 
moest dus zeer worden toegejuicht, dat een fransche ver- 
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taling verschenen is, op welker uitgave de heer H. de la G. 
blijkbaar ook invloed uitgevefend heeft. Zooals gewoonlijk 
geschiedt, is het boek in den nieuwen vorm veel uitge- 
breider geworden door opname van andere kromme lijnen, 
en verdere toevoegingen. 


Meermalen kan men bijzondere eigenschappen van een 
kromme lijn langs een bijzonderen weg vinden, doch dit 
is niet geschied, om het werk leesbaar te doen blijven 
voor hen, die slechts bekend zijn met de analytische 
meetkunde. 


Het eerste deel behandelt de belangrijkste vlakke alge- 
braische kromme lijnen; het begint met de cissoïden, 
waarvan de oorsprong wordt aangegeven, dan de vorm 
wordt besproken, de lengte der subnormaal in poolcoör- 
dinaten, een eigenschap van de raaklijn, de constructie 
van de raaklijnen uit een punt buiten de kromme, den 
kromtestraal, het oppervlak, de lengte van een boog, en 
de inhoud van het lichaam ontstaan door wenteling der 
kromme om haar asymptoot worden afgeleid. 


Medegedeeld wordt hoe de Grieken de cissoïden gebruikten 
voor de oplossing van het vraagstuk een kubus te ver- 
dubbelen (om een epidemie te doen eindigen); daarna volgt 
een bespreking van de scheeve cissoïden, waarvan de vorm 
wordt onderzocht, en de sub-normaal in poolcoördinaten 
wordt berekend, terwijl een aantal verschillende eigen- 
schappen worden behandeld. 

Uit de vergelijkingen, door Balitrand opgesteld, worden ge- 
vonden: de plaats van het buigpunt; de plaats van het punt, 
waar een contact van 8e orde is met den kromtecirkel; 
de plaats van een der punten, waar een osculatiecirkel de 
kromme snijdt of raakt, als het andere bekend is; de 
eigenschappen, dat de osc. cirkels in 4 punten, die op een 
zelfden cirkel liggen, de kromme in 4 andere punten snijden, 
die ook weder op een cirkel liggen, en dat de osc. cirkels 
in 8 op een rechte lijn gelegen punten de kromme in 3 
andere punten snijden, welke op een cirkel liggen, gaande 
door het punt, waar de asymptoot de cissoïde snijdt. 

Evenzoo: dat de meetk. plaats der punten, van waaruit 
men drie raaklijnen kan trekken, welker raakpunten op een 
rechte lijn liggen, een rechte lijn is, door het keerpunt gaande. 

De constructie, waardoor een cissoïde verkregen wordt 
met behulp van een cirkel en een rechte lijn, wordt toe- 
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gepast op twee willekeurige kromme lijnen, van welke dan 
de cissoïdale ontstaat. 

Door van een rechte lijn en een kegelsnede uit te gaan 
verkrijgt men de cissoïden van Zahradnik. Door bij cirkel 
en rechte lijn het vaste punt buiten den cirkel te nemen 
ontstaan cissoïiden met lus of met buigpunten; welke de 
inversen zijn van kegelsneden. De brandpunten van deze 
geven ook brandpunten van de cissoïden. De kromme 
lijnen zijn ook voetpuntskrommen van parabolen. 

De inhoud van deze eerste 25 bladz. (groot formaat) is 
eenigzins uitvoerig opgesomd, om te doen zien, hoe de 
inrichting van het boek is, en welke groote hoeveelheid 
materiaal er in is bewerkt. 

In ’t algemeen kan worden gezegd, dat nimmer een 
vergelijking afgeleid is, die niet een bijzondere eigenschap 
aangeeft, of aanleiding geeft tot een of andere constructie. 
Dus werd de lengte der subnormaal van de cissoïde bepaald, 
omdat ze aanleiding geeft tot een eenvoudige constructie 
van de normaal; werd de kromtestraal bepaald om te doen 
zien dat er een buigpunt is in het oneindige; enz. 

Als tweede kromme lijn volgt de conchoïde van Sluse, 
daarna de strophoiden (met de kromme van Quetelet), de 
focalen van van Rees, de trisectrice van Maclaurin. Daarna 
worden alle voorgaande kromme lijnen van uit een ruimer 
oogpunt beschouwd als bijzondere gevallen van een alge- 
meenen vorm; daarmede besluit het eerste hoofdstuk. 

Er kan hier dadelijk gewezen worden op een verschil 
met het werk van Gino Loria (dat in het duitsch vertaald 
is onder den titel „Spezielle algebraische und transscendente 
ebene Kurven”). Want deze begint telkens met een be- 
handeling van het algemeene, om daarna de bijzondere 
kromme lijnen te bespreken, terwijl Teixeira eerst een 
aantal bijzondere vormen onderzoekt, om daarna te zien, 
wat van alle gezamenlijk kan worden medegedeeld. 

Het tweede hoofdstuk behandelt het folium van Descartes, 
en omdat hiervan de kwadratuur op eenvoudige wijze te 
verkrijgen is, worden daarna de krommen van den Sen graad 
gezocht, waarbij dit eveneens het geval is. 

Volgen de serpentine, waarmede ook Huyghens zich 
bezighield, met de hyperbolismen der kegelsneden; de 
drietand, met de parabool van Descartes; de versiera; de 
kromme van Rolle; de kromme van de Longchamps; het 
parabolische folium; de divergente parabolen; de krommen 
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van Chasles, en daarna weder een algemeen overzicht, en 
een bibliographie. 

De twee volgende hoofdstukken geven krommen van 
den vierden graad (lemniscaten, limacon van Pascal, car- 
dioïde, conchoïide, virtueele parabolen, enz.). 

Daarna komen de kromme van Watt, de astroïde en 
hare parallelkrommen, de ontwindende van ellips en hyper- 
bool, en andere krommen van den zesden of achtsten graad, — 
terwijl nog eenige aanteekeningen het boek besluiten. 

Voor wie iets omtrent een of andere kromme lijn weten _ 
wil, is het met zorg bewerkte boek van zeer groote waarde. 
Het opent bovendien nog een ruim veld van studie voor 
hen, die algebraisch afgeleide eigenschappen of constructies 
willen trachten te bewijzen langs meetkundigen weg. Door 
zijn groote duidelijkheid is het ook zeer goed leesbaar voor 
hen, die de studie der analytische meetkunde nog niet 
geheel voleind hebben. 


Enquête de U Enseignement Mathématique sur la Méthode de 
Travail des Mathématiciens”. Paris, Gauthier- Villars, 1908. 

In 1904 werd door de redactie van Enseignement Ma- 
thématique (H. Fehr, Genève; C. A. Laisant, Paris) een 
vragenlijst opgesteld betreffende de wijze van werken van 
wiskundigen. (Zie len jg. W.T., bladz. 155). 

Er werden 21 psychologische vragen gesteld, en 7 vragen 
omtrent de levenswijze van wiskundigen. 

Gedurende 1905 en 1906 werden in Ens. van de inge- 
komen antwoorden de belangrijkste opgenomen, terwijl 
door twee psychologen, de heeren Th. Flournoy en Ed. 
Claparède, telkens bij de eerste 21, en door den heer 
H. Fehr bij de volgende 7 gevolgtrekkingen werden ge- 
maakt, die tegelijk met de antwoorden werden afgedrukt. 

Thans zijn de verspreide gedeelten in een boek van 120 
bladz. vereenigd. De bedoeling is, dat jonge wiskundigen 
aanwijzingen zullen vinden, hoe zij kunnen werken in 
overeenstemming met hun aanleg en levensaard. 


Dr. Weill. Graphisches Heft; I. Mathematik, Natur- 
wissenschaften; IL. Geographie, Wirtschaftlehre; Statistik. 
Gebweiler, J. Boltze. Elk Heft 1 M. 

Elk Heft heeft 12 aan beide zijden bedrukt millimeter- 
papier (20 X 26cM.), met een paar bladen wit papier er 
tusschen voor het maken van aanteekeningen. 


105 


De eerste 4 bladzijden van Heft [ bevatten de graphische 
voorstellingen van y=2rJ-8, y=22, y=, y =sin 
en y =cosx, de oplossing van x° + x + 1 =0, de wortels 
van yY=tx—2 en y=5log.v; de graphische bepaling 
van zr; voorbeeld van interpolatie; luchtdruk- en tempera- 
tuurlijn. | 

De eerste 5 bladz. van Heft IL bevatten: graph. voorst. 
van de prijs van levensmiddelen in Berlijn, van de metaal- 
productie in Duitschland; van de bevolkingsgrootte en 
dichtheid in eenige landen, van den treinenloop op een 
baanvak; en een schets van de hoofdlijnen der Zwitsersche 
Alpen. 

De overige bladzijden zijn ter beschikking van de leer- 
lingen. 

Bij elk Heft is een los blad calqueerpapier, ook met 
millimeterverdeeling, dat gemak geeft bij overbrengen van 
een gedeelte eener figuur naar een ander; en een cartonnen 
driehoek, waarvan de zijden (9, 12 en 15 cM. lang) ook 
in mM. verdeeld zijn. 

In verband met de richting, die het wiskunde-onderwijs 
in het buitenland reeds genomen heeft, en in ons land 
bezig is te nemen, is het nuttig om op deze schoolschriften 
te wijzen. HKL NEAES: 


VRAAGSTUKKEN. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 Jum 1909. Niewwe opgaven, vergezeld van 
de oplossingen, worden gaarne ingewacht. 


Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk 
vel papier te nemen). 


Inzenders van miewwe opgaven zouden de redactie veel 
moeite besparen door: 


1e onder elle opgave hun naam en woonplaats te schrijven, 
dan een ruimte van 6 of 8 c.M. open te laten ; 
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2e daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: 
oplossing van ....; 


3e boven de oplossing te schrijven: (Met …. fig.) als dit 
het geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te 
voegen, elle voorzien van naam en volgnummer. 


Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie 
tegemoet komen door te handelen volgens Ze en 3e. 


251. In een ellipsoïde drie gelijke toegevoegde middellijnen 
aan te wijzen, die eenzelfden hoek met elkander maken. 
Eigenschappen van de bijbehoorende doorsneden aan te geven. 

’s Hertogenbosch. C. A. Crkor. 


252. Uit een punt trekt men lijnen naar punten van 
een zelfde vlak, en brengt in het snijpunt vlakken lood- 
recht op die lijnen. Gevraagd het oppervlak, dat deze vlak- 
ken omhullen. C. A. Crkor. 


258. De beschrijvende lijnen van een tweeden graads- 
kegel kan men zóó groepeeren 4 aan 4, dat er gelijkzijdige 
viervlakkenhoeken ontstaan. Men vraagt te bewijzen, dat 
de zijden een omwentelingskegel omhullen, en verder dien 
viervlakkenhoek aan te wijzen, waarin de zijden a) maxi- 
mum, 6) minimum zijn. C. A. CrkKor. 


254. Bepaal de m. pl. der brandpunten in doorsneden 
van een wig van Wallis met vlakken evenwijdig aan het 
grondvlak. C. A. Cikor. 


255. Bepaal de gemiddelde van al die doorsneden. 
C. A. Crkor. 


256. Als men in twee willekeurig gelegen cirkels (M) 
en (N) twee stralen MA en NB trekt, die elkander, z00 
noodig verlengd, in P snijden, terwijl de rechte AB de ver- 
bindingslijn MN in C snijdt, dan snijden de cirkels (APB), 
(MAC), (NBC), en de gelijkvormigheidscirkel van (M) en 
(N) elkander in één punt. 

Kampen. J. Vv. D. GRIEND JR. 


257. Als men op de verbindingslijn AB van twee stand- 
vastige punten A en B van twee cirkels (M) en (N), en op 
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de verbindingslijn MN hunner middelpunten twee wille- 
keurige gelijkvormige driehoeken ABC en MNM, beschrijft, 
dan gaan de gelijkvormigheidscirkels van den cirkel (M‚), 
met M‚, als middelpunt en MC als straal, en (M); en van 
(M‚) en (N), door een vast punt. JVD. GRIEND JR. 


258. De omhullende te bepalen van een cirkel, waarvan 
het middelpunt een gegeven cirkel doorloopt, en waarvan 
de straal evenredig is met den afstand van zijn middel- 
punt tot een vast punt van den cirkel. 

J. V. D. GRIEND JR. 


259. Bij welke kromme lijnen is de afstand van den 
pool tot een raaklijn de helft van de lengte der raaklijn ? 
Chimay (België). Dr. J. Rose. 


260. De bissectrice van de assen OX en OY snijdt in R 
de normaal in een punt M van een kromme lijn (C). Be- 
paal de vergelijking van (C) als RM even lang is als de 
raaklijn in M. Dr. J. Ross. 


261. De normaal in een punt M eener kromme lijn (C) 
snijdt de as OX in Ns; de raaklijn in M snijdt de as OY 
in T. Voor welke krommen is de hoek « van NT met 
OM constant? Dr. J. Rosr. 


262. De bissectrice van de assen OX en OY snijdt in 
R de normaal in een punt M van een kromme lijn (C). 
De raaklijn in M snijdt OX in T. Voor welke krommen 
is RS X OT = OP X MP, als RS en MP de ordinaten 
van Ren M zijn? Dr. J. Rose. 


265. Een cirkel te beschrijven, die door 2 geg. pun- 
ten gaat, en a) een geg. cirkel rechth. snijdt; b) een geg. 
cirkel in diametrale punten snijdt. 

Zoeterwoude. J. A. WERTENBROEK. 


264. A. Een cirkel te beschrijven, die door een geg. 
punt gaat, een geg. lijn raakt, en a) een geg. cirkel recht- 
hoekig snijdt; b) een geg. cirkel in diametrale punten 
snijdt. 

B. Een cirkel te beschrijven, die 2 geg. lijnen raakt, en 


108 


a) een geg. cirkel rechth. snijdt; b) een geg cirkel in dia- 
metrale punten snijdt. J. A. WERTENBROEK. 


265. Een cirkel te beschrijven, die door een geg. punt 
gaat, een geg. cirkel raakt, en a) een anderen geg. cirkel 
rechth. snijdt; b) een anderen geg. cirkel in diametrale 
punten snijdt. J. A. WERTENBROEK. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op vraag 20, 4den jaarg., bladz. 154. 

't Vraagstuk: „een rechth. A te construeeren, als gege- 
ven zijn de lijnen, die de scherpe hoeken middendoor deelen, 
gemeten tot aan de overstaande zijden” is uitvoerig in 
verschillende tijdschriften besproken, o.a. in „’t Supplement 
op de Vriend der Wiskunde”, 4de jaargang, bladz. 32—48. 
De geachte steller van vraag 20 kan daar eenige oplossingen 
vinden, meetkundige en algebraïsche. Een constructie door 
‘tgebruik van den cirkel en de rechte lijn alleen, is tot 
dusverre nog niet gegeven. Wel komt in ’t Tijdschrift voor 
Vormleer, Rekenkunde ef de beginselen der Wiskunde 
onder redactie van J. Versluijs, Sden jaarg. bladz. 64. een 
oplossing voor miet behulp van driehoeksmeting, waarbij 
voor één der rechthoekszijden een uitdrukking wordt ge- 
vonden, die met passer en liniaal te construeeren is. Deze 
uitdrukking is echter foutief, zooals blijkt, als men haar 
toepast op een geliĳjkb. rechth. driehoek. De ongenoemde 
oplosser heeft zich vergist in de berekening van de cosi- 
nussen der halve scherpe hoeken, en kwam daardoor tot 
zoo’n mooie uitkomst. 

’s Hertogenbosch. J. N. VISsCHeERS. 


Antwoord op Vraag 28, jrg. 4, bladz. 270. Naar aan- 
leiding van deze vraag kan men opmerken, dat de getallen 
van den vorm 4 m—l, indien ook negatieve getallen worden 
toegelaten, op onbepaald veel wijzen kunnen verdeeld 
worden in de som van een getal van de gedaante 4 m + 1 
en het dubbele van zoo’n getal en ook in de som van een 
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getal van den vorm 4 m + 1 en het tweevoud van een 
getal van den vorm 4 m—l. 


Bewijs: We verminderen een getal van den vorm 4 m—l 
met eenige opeenvolgende getallen van den vorm 4m’ + 1. 
Nu kunnen zich 4 gevallen voordoen: 


10. m even en m’ even. 

De rest is dan van den vorm: 

(4.2 pl) — (4.2q 1) = 8 (p—g) —2, waarin p—g 
blijkbaar geheel willekeurig is; er komt dus een getal van 
den vorm 2 { 4(p—g)—1 | of 2 (4 ml). 


20, m even en m’ oneven. 

Het verschil is dan van den vorm: 

Beet (Al) 8 Wig 6 
—= 2 | 4(p—qg) —3 |, dat is een getal van den vorm 
2 (4 m3) of 2 (4m +1). 

80, Zij m oneven en m’ even. 

Dan blijkt op dezelfde manier, dat het verschil van den 
vorm 2 (4m + 1) is. 

40, Zij m oneven en m’ ook; het verschil is dan van den 
vorm 2 (4m — 1). 

Als men dus een willekeurig getal van den vorm 4m — 1 
vermindert met eenige opeenvolgende getallen van de ge- 
daante 4m + 1, zal er beurtelings een verschil komen van 
de gedaante 2 (4 m + Ien 2 (4m — 1), wat te bewijzen was. 


_ Voorbeelden: 


4 1e 3H2AXIe=lld2Xie 19 H2XI= 


3d 142Xle= TAX 15d2XI= 
Td BAX 325 dH2XI= 
Il 9H2AXl=d 142Xbe TH2XI= 
15—= 413 H2Xl=t 5BHAKXDe 3H2AXKI= 


enz. enz. 


DOE A — — ABI Sarl 


3 32E ll AXT 192 XI == 
T=d1lH2X3= THAT 15H2XIl= 
I= 5-23 32e H2XIl == 
15= 9 H2XZ=d 1 AXT 142XIl= 


enz. enz. 


enz. 


enz. 
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Het is niet moeilijk, meer stellingen van dat soort af te 
leiden, b. v. 

Een. getal ‘van den vorm den + 1 kan op onbepaald veel 
manieren gesplitst worden in de som van een getal van 
den vorm 4m —1 en het dubbele van zoo’n getal of ook 
in de som van een getal van den vorm 4m — 1 en het 
dubbele van een getal van den vorm 4m +1. 

Een getal van de gedaante 8m +1 is de som van een 
getal van den vorm 8m 1 en het dubbele van een getal 
van den vorm 8m +1. 

Een getal van de gedaante 6 +1 is de som van een 
van de gedaante 6— 1l en het tweevoud van een getal 
van den vorm 6 + 1 of het tweevoud van een getal van 
den vorm 8 + 1, enz., enz. 

Nieuw- en St.-Joosland. C. BRAKMAN. 


Vraag 24. Waar is de oplossing te vinden van het 
volgende: 

Vraagstuk: Een driehoek te construeeren, als gegeven 
zijn de S punten, die men verkrijgt, door op de zijden 


gelijkzijdige driehoeken te beschrijven. — Hunne toppen 
zijn alsdan de bedoelde punten. 
N. 0. 


Vraag 25. Hoe zou men een leerling op eenvoudige wijze 
de onbepaaldheid kunnen doen zien van vormen zoo als 


OIB, Ss, enz. ? 
He je 


Vraag 26. De rechthoekszijden van een driehoek zijn bin- 
nen- en buitenbissectrice van den rechten hoek van den 
driehoek, gevormd door de binnen- en buitenbissectrice van 
den oorspronkelijken driehoek met diens hypothenusa. 

Zijn uit de wederkeerigheid niet een aantal eigenschappen 
af te leiden? 


R. R. 


Vraag 27. Bestaat er een eenigzins volledig werk over 
de nieuwe meetkunde van den driehoek ? 


Nn B. 


HIE 


Correspondentie. 


De formule op bladz. 44, vierden jaargang gegeven, 

komt ook voor in Carnot's Géometrie de position (1803). 
0: 

In Aflevering 1 van den Ben jaargang, Vraagstuk 91, bl. 7 
komt een opmerking van mij voor; nl. hoe men uit de 
formule cos 2D enz. kan komen tot de formule in de vlakke 
meetkunde. In de laatste zinsnede staat: 


Bij toenemende waarde van den bolstraal nadert sin R tot 
Re CDS RE LOL. 

Een der lezers maakte mij opmerkzaam, dat deze uit- 
drukking aanleiding tot misverstand kan geven, en dat het 
moet zijn: 


Aangezien de gevonden uitdrukking homogeen is ten op- 
zichte van de sinus, mag men bij toenemende waarde van 
den bolstraal sin R door R,‚ en cos R door 1 vervangen. 


Zaandam. | P. BAKKER. 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgave van v. d. Heide en Leydenroth te Utrecht: 


J. Z. VAN DIJCK, Leerboek der beschrijvende meetkunde 
met een reeks opgaven voor het rechtlijnig teekenen, 
ten dienste van het Middelbaar Onderwijs. 


Uitgave van W. E.J. Tjeenk Willink, Zwolle: 


A. J. BOLAND, C. J., Beginselen der Werktuigkunde ten 
behoeve van Ambacht- en Burgeravondscholen en daar- 
mede verwant zijnde onderwijsinrichtingen. 1908. f0.75. 


Uitgaven van de Erven F. Bohn, Haarlem : 


W. F. ELFRINK, Goniometrische en Trigonometrische 
vraagstukken ten dienste van Hoogere Burgerscholen, 
Gymnasia en andere inrichtingen voor onderwijs. Tweede, 
vermeerderde druk, 1908. 


Ĳ) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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W. F. ELFERINK, Antwoorden op idem, 1908. 


Uitgave van A. Versluys, Amsterdam : 


J. VERSLUYS, Vlakke Driehoeksmeting met Vraagstukken. 
Elfde druk, 1908. f 1.25. 


Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen : 

Dr. D. v. GULIK, Onweders en Onweersverschijnselen, 
1908. f 1.00 

P. WIJDENES en Dr. D. DE LANGE. Leerboek der Algebra. 
Deel IL. 1908. f 1.00 

L. v. ZANTEN Jzn. en G. A. SCHOLTEN, Leerboek der 
Meetkunde ten gebruike bij het onderwijs voor ambachts- 
lieden, bevatttende 425 opgaven, meest aan de bouw- 


ambachten ontleend. 8e herziene druk, met ruim 80 figuren, 
1908: ofs 0575: 


Uitgaven van J. B. Wolters, Groningen: 
Dr. A. v. THIJN, Leerboek der Stereometrie, 2e druk, 
1908. f 2.25. 


L. BĲ DE LEY, Leerboek der Rekenkunde, le deel, 
2e verbeterde druk, 1908. f 1.50. 


Uitgave van Blom en Olivierse, Culemborg : 


JOHN CASEY, Elementaire nieuwe meetkunde. Uit het 
Engelsch vertaald door A. J. VAN BREEN, 1908. f 1.25. 


Uitgave van P. Visser Aen., Haarlem : 

Dr. H. A. NABER, Das Theorem des Pythagoras, wieder- 
hergestellt in seiner ursprünglichen Form und betrachtet 
als Grundlage der ganzen Pythagoreischen Mathematik 
und Philosophie. 


Uitgave van Vincent Loosjes, Haarlem : 


P. J. BOS, Leerboek der Algebra. Theorie der Opgaven. 
Derde deel (met meer dan 1500 opgaven). Vijfde herziene 
druk. Aangevuld met een hoofdstuk over graphische 
voorstellingen. 1909. f 1.50. 


Ook ontving de Redactie: | 
JEAN MASCART, Comparaison des Anciennes Mesures. 


j 
b 
| 
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HOEKVERDEELERS © 


DOOR 


De. A. KEMPE, (Rotterdam) 


Elke hoek kan in ”» gelijke deelen verdeelt worden; » is 
geheel willekeurig. Die verdeeling is volkomen nauwkeurig 
te doen, afgezien natuurlijk van de onvolkomenhöden van 
het instrument, waarmee men werkt en die nooit geheel 
zijn op te heffen. We moeten met dit feit rekening houden, 
want geen cirkel, zelfs geen rechte lijn is volkomen nauw- 
keurig te trekken : de hooftvereiste in dezen is: het instru- 
ment, waarmee men den hoek verdeelt, zo eenvoudig 
mogelijk te maken. 

In ’t volgende wenste ik ’n paar dergelijke te bespreken ; 
men kan er kromme lijnen meê trekken, die de verdeeling 
volkomen nauwkeurig bewerkstelligen. Daar dit echter inge- 
wikkelder krommen zijn dan een cirkel, spreekt ’t van zelf, 
dat ’t instrument, waarmeÒ men ze trekken moet, ook 
samengestelder is dan ’n passer. Men kan toch met ’n cirkel 
slechts de aller aller eenvoudigste verdeeling (in 2%) ver- 
richten; wenst men dus veel ingewikkelder verdeeling, dan 
moet ’t ons ook niet verwonderen 
dat wij naar samengestelder instru- 
menten dienen te grijpen. Omdat 
’t nu met geen gewonen passer 
geschieden kan, ’n dergelike con- 
structie als niet mathematies te ver- 
oordeelen is onbillik en komt min 
of meer overeen met den eis om 
bij den hantwerksstant slechts 
hamer en bijtel te willen gebruiken. 

Fig. 1. In de eerste plaats is dit instru- 
ment eenvoudig. (Fig. 1). 

M en O zijn twee vaste punten, op vasten afstant, 

waarin assen, waarom tantraderen M en O draaibaar zijn 


(1). Deze bijdrage is geschreven in vereenvoudigde spelling met 
phonetise richting, behalve voor de vreemde woorden. 


Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang. 8 
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en wier stralen tot elkaâr staan als 1 : 2. N is ’n rat 
dat beide beweegt. Wort N met wijzer gedraait dan bewegen 
zich M en N teegen wijzer in. 

In M en O zijn vaste stangen aan de raderen verbonden, 
die bij ’t beging der beweeging respectivelik de. standen 
MQ en OP inneemen: het snijpunt beider is dan natuurlik 
O. De hoeken, die de stangen met de y-as mâken, zijn bij 
M 180°, bij O 90° dus de een dubbel zo groot als de ander. 

Draait men nu N met wijzer meê, dan komt bijv. MQ 
in den stant MQ,, en OP in den stant OP,. Het snijpunt 
beider doorloopt ’n cirkel. Dit is gemakkelik in te zien: 
want “ís. bijv. Z POP == p dan is ZO MOR 
ZYMQ; = 180 —2p en / MOP, = 90 — gp altijt blijven dus 
deeze laatste een verhouding bewaren van 2:1. 

Nu is /MAO =90 —g, A MOA is dus gelijkbeenig. 

Laat men nu O onverandert (fig. 2) en neemt voor den 
straal M 2/3 van O en is de aanvangstoestant zó, dat MQ 
’n hoek van 1385° met de y-as, OP ’n hoek van 90° met 
deeze maakt (het motorrat N verandert natuurlik van grootte 
en plaats) dan zal bij 'n beweeging als boven het snijpunt 
B, der reeds vermelde stangen ’n kromme beschrijven bekent 
als Limagon van Pascal (het constante stuk AB is hierbij = 
— MO == R). Het is toch gemakkelik in te zien dat nu 
Z YMQ, steeds het 3/, 
van Z MOP, zijn zal, 
daar bij den begintoe- 
stant de verhouding zo 
was (135°: 90°) en er 
steeds van beide respec- 
tievelik ’n hoek 5/, pen p 
afgaat. Neemt men O als 
pool en OY als poolas 

Fig. 2. aan en zijn o en w vector 
en anomalie dan is ev: R == sin 3/9 w: sin 4 w of de pool- 


. der kromme BB == R-—— 
verg. der kro e B, 0 sin 4 0 


d.i. die van den Limagon op de aangenomen pool en as. 
Men kan zich hiervan overtuigen door voor w te stellen 


90 — p en voor typ de waarde 7 men zal na eenige herleiding 


de bekende verg. vinden. 
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Laat men (fig. 2) den straal van O weêr onverandert, 
maar neemt tot straal van M f/; van straal O, (N ver- 
andert dan weêr van plaats en grootte; voor de eenvout 
zullen we de teekening maar niet veranderen) neemt als 
begintoestant OP en MC,Q respectivelik voor de beide 
stangen aan — de beginhoeken zijn dan 90° en 112° 30’ 
dus ’n verhouding van 1:5/4 — dan zal bij de beweeging 
der raderen ’n kromme C door het snijpunt C4 beschreven 
worden, waarbij steeds de hoeken YMQ, en MOP, de ver- 
houding 5/4, : 1 behouden en haar poolverg. zal gegöven 


in 5 
worden door o—=R£ Ee 40 
sin 1/4 w. 
Zo voortgaande zal men bij onveranderde O en ver- 
Nn 
anderderde M (in 8/5, ie/.-. 8/aa... — — — van straal O 
(in S/o, 1/7, 2/33 an 1 ) 
kromme lijnen krijgen wier algemeene poolverg. is: 
Nn 
gn 
Dar ee 
sin — — w. 
9 Nn 


We hebben ze Lislijnen genoemt naar hun lissen die zij 
bezitten en ze beschreven in de Memoires de la Societe 
royale des Sciences de Liége Mars 1898. Hier ter plaatse 
vermelden we slechts ’n enkele bizonderheit, doch vooraf 
zij opgemerkt dat M tot limiet heeft den straal van O en 
dat dan de aanvangstant der stangen OP en MQ ’n even- 
wijdige is. De Lislijn ligt dan oneindig ver en wort ’n 
loodlijn op de z-as of de x-as zelve — dat is quaestieus. 

Wat nu die bizonderheden der krommen zelve betreft: 
men heeft er voor de hoekverdeeling maar één kwadrant 
van nodig en ze hebben deze eigenaardigheit: wanneer 
men er eenige beschrijft — de cirkel is de Lislijn zonder 
lis, en alle verdere zijn veralgemeende Limagons — en 
door O ’n willekeurige lijn OP trekt (fig. 3 rechts) deeze 
eigenschap bestaat: 

ABE AMI B0 == BM CD — CM enz. 
OB, == OM BC, == BM CD, zE C‚M enz. 

Zij deelen elken hoek in 2n + 1 gelijk deelen waarover 

straks. 
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Verwisselt men de raderen M en O (daarmeê bedoel ik 
dat de straal van M contant —=1 blijft maar dat de straal 


je 1 
van O achtereenvolgens */a 3/4 7/g Uig. Eren wort) dan 


krijgt men op geheel onvereenkomstige wijze krommen E, 
F, G enz. (fig. 3 links) die ’'n willekeurige hoek in 2% — 1 
gelijke deelen verdeelen. De eerste is weer de cirkel, de 


tweede is weer ’n driedeeler, hoewel geen Limagon, de 
derde is ’n zeevendeeler enz. enz. en de verschillende begin- 
toestanden der stangen zijn voor M de lijnen ME, MF, 
MG, enz. en voor O altijt de stant langs de z-as Evenals 


bij de 2” +1 deelers, maar nu naar links gericht. 
Haar algemeene Poolverg. is: 


Sin ————— @ 
1 
en EM—=EF, FM —=FG,- enz. 
EM =S=E Fr FM =E Goe 
Dat werkelik dit stelsel krommen elken willekeurigen 
hoek volkomen nauwkeurig in alle môgelike gelijke deelen 
verdeelt, is nu gemakkelik aan te tonen. 


Elk ondeelbaar getal pis deelbaar op 2?! —1 dus, òf 
op 2” +1 òf op 2” —1 (Theorema van Fermat): kan men 


dus van een hoek het Ln ste deel vinden, dan is ook 
N41 


makkelik het deel te vinden, waarvan de noemer het on- 
deelbare getal is. Zo bijv. is 19 deelbaar op 2° + Es 
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BAE 
BS 
deel van ’n hoek, dan is volkomen nauwkeurig het +; deel 


ste 


'tgaat er 27 keer op. Neemt men dus 27 X het 


gevonden. Nu, het Ento deel van ’n hoek is door 
2 1 


gemelde krommen te vinden; fig. 3 geeft daarvan het 
bewijs. Volgt men daarin het verloop der gestippelde 


lijntjes — getrokken voor de verdeeling in vijven (22 + 1) 
en in zevenen (2° — 1) van den in M aangebrachten 
willekeurigen hoek u — dan zal de eenvoudigheit van ’t 


bewijs de juistheit onzer stelling heel gemakkelik aan 
’t licht brengen. 

Wat nog ’n voordeel deezer krommen is: eens geteekent 
verdeelen zij elken willekeurigen hoek door een transversaal 
in alle mogelike gelijke deelen. De transversaal CMG maakt 
dit alles dadelik duidelik. j 


Het voorgaande vraagstuk schijnt hiermêe heel eenvoudig 
en prakties opgelost, doch bij nader inzien blijken er be- 
zwaren aan verbonden, die niet gering zijn. Het telkens 
veranderen der raderen heeft zijn moeielikheeden, en wil 
men niet al te groote Lislijnen hebben dan mag de afstant 
MO niet groot zijn, iets wat voor het beweegrat N niet 
wenselik is. Wel is waar kan dat telkens veranderen ver- 
holpen worden door ’n keegel van râderen te mâken, maar 
voor ’t veranderlike rat N kan dat niet geschieden. Een 

lootrechte doorsneê toch door de 

M N 0 middelpunten M en O op ’t vlak 

van teekening en gaande door de 

y-as, zoû ’n rechthoekig trapezium 

geeven (fig. 4), waarvan de eeven- 

wijdige zijden en de daaraan eeven- 

M N 0 wijdig getrokken lijnen, de spatiön 

Fig. 4. voor de râderen N zijn. De middens 

deezer lijnen zoûden de richting 

der spillen voor deeze moeten zijn en... die richting is niet 

lootrecht op het vlak van teekening, wat natuurlik noot- 

zäkelik is. Hoe eenvoudig dus van aanleg de praktise uit- 
voering is niet eenvoudig. 
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Veel meer voordeel in dit opzicht leevert het volgent 
Stangenfiguur. *) 

Twee kwadraten gelijk en gelijkvormig, twee vaste 
punten, één diagonaal en twee verlengde zijden, zie daar 
alles wat nodig is voor het construeeren der Zislijnen. 
Een en ander wort duidelik gemaakt door fig. 5. HIMK 
en KMOL zijn de congruente kwadraten, de grootte van 
wier zijden den meer of minderen omvang der krommen 
bepaalt. M en O zijn de vaste punten, PP, de aan weêrs- 
zijden verlengde zijde LO, MQ de verlenging der zijde IM 
en HMN is de verlengde diagonaal. De kwadraten zijn 


/ 
bn 


Fig. 5. 


met scharnierbeweging in elkaar gezet en als men dus het 
snijpunt van LMQ met PP, — dat valt dus in den begin- 
stant met O samen — zich langs den cirkel A laat bewe- 
gen, dan neemt het geheel den gestippelden stant aan. 
Hierbij wort de beweging vergemakkelikt door rolletjes in 
X en X, aan te brengen. Nu is het daarbij noodzakelik 
en merkwaardig dat dan tegeliĳjkertijt het snijpunt van de 
diagonaal HMN en PP, — ’t punt B, alzoo — een kromme 
doorloopt, waarbij altijt AM —= AB is, waardoor dus de 
kromme B‚B de Limagon van Pascal is. 


*) Wat nu volgt is ’n alweêr verbeetert mechanisme van hetgeen op 
het Heidelberger intern. mathem. Congres 1904 door mij is geöxposeert. 
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Wanneer men na het snijpunt van IMQ met PP, ver- 
legt naar B, en dit snijpunt verder de kromme B laat 
doorlopen, moet zich van zelf het snijpunt van HMN met 
PP, naar C, verleggen en wort door dat snijpunt de 
kromme C‚C doorlopen, waarbij weêr BM —= BC is. Het is 
dus de derde Lislijn C4,C hierboven bekent geworden als 
vijfdeeler. Zo kan men voortgaan en elk der volgende 
Lislijnen beschrijven door de onmiddelik voorafgaande met 
het snijpunt van IMQ en PP, te volgen. Men krijgt op 
die wijze blijkbaar de 2 + 1 deelers. 

Om de 2% — 1 deelers te vinden slaat men het stangen- 
figuur om de lijn MO om, waardoor het ’n stant aanneemt 
door fig. 6 voorgestelt, en heeft dan, den cirkel MO van 
fig. 5, den stant MEE, geevende, ’n herhaling van-het 
voorgaande-natuurlik mut. mutand. Daar het omslaan van 


Fig. 6. 


dit figuur om de lijn OM natuurlik in de praktijk z’n be- 
zwaren heeft en men den symmetrisen stant van ’n vlakke 
figuur ook kan verkrijgen door enkele vaste punten los te 
maken en dan de stangen in het vlak te beweegen tot zij den 
symmetrisen stant hebben aangenomen — men denke hierbij 
bijv. aan een driehoek en een der zijde as van symmetrie, 
en daarbij het derde hoekpunt losgemaakt — z00 kan ook 
dit Stangenfiguur door het losmaken van enkele scharnier- 
punten van den stant fig. 5 in die van fig. 6 gebracht 
worden. We moeten het echter kortheidshalve bij deezen 
wenk laten. 

Het geheel is theoreties zeer eenvoudig, maar nu komen 
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de bezwaren der praktise uitvoering, want men moet met ’n 
stift langs ’n kromme lijn gaan en er moet met ’n stift ’n 
kromme beschreven worden en nu moge dat eenvoudig 
klinken, die stiften nemen de plaats in van lopende snij- 
punten van twee rechte lijnen die een kromme moeten 
volgen en beschrijven, en in de praktijk is dat zo een- 
voudig niet: integendeel dat is zoo’n samengestelde bewee- 
ging, dat men hier ’n onuitputtelike bron voor allerlei 
onnauwkeurigheeden heeft die vermeeden dienen te worden. 

Wij zullen beide stiften onderscheiden door de nâmen: 
leitstift en schriĳfstift en zien: hoe de bezwaren te onder- 
vangen. Het eenvoudigst komt ’t mij voor de parallelo- 
grammen hun theorötise waarde te laten behouden en het 
prakties dús in te richten. 

Een lineaal X,X (fig. 7) beweegt zich om het vaste 
punt O. Op die lineaal kunnen het punt B, (de leitstift) 
en het sleetje S (de schrijfstift) zich gemakkelijk bewêgen. 
Een dunne ijzerdraat is vast verbonden in M en loopt 
over B, naar O. Daar over hun en over ’n vast punt P 


EIO. 


gaande, is ze verbonden aan het sleetje S. Punt B, sleetje 
S en het vaste punt P gaan met X,X natuurlik meê De 
begin toestant eist dat MB, + B,0 = OS zij, daar MB, == 
B,C, moet zijn. 

Komt nu de figuur in den gestippelden stant, dan is 
weêr MB —+ BO == OS daar, wat MB + BO ter ver- 
grooting, behoefden, door de verplaatsing van het sleetje 
geleevert is. MB — BO is dus —= OS of MB —= OS — OB 
— BS. Een scherp gepunte stift vast in ’t sleetje ge- 
schroeft beschrijft dus den vijfdeeler, als de leitstift die 
MB + BO in B spant langs de reeds beschreeven kromme 
B,B loopt. 

Om hinderlike trillingen der stiften te voorkomen is het 


k 

Û 

f 
Ee 
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goet ze elk met een hant te beweegen, hierdoor onderhout 
men de spanning in den draat en kan men met eenige .… 
oefening de krommen zuiver trekken. Het geheel staat * 
natuurlik op ’n goet bevestigt papier. Onze teekening stelt 
het beschrijven van den vijfdeeler voor, en de kromme B,B 
ontstaat op haar beurt door met de leitstift eerst den cirkel 
te doorlopen, beginnende in O (fig. 5 en 7). 

Ter vergelijking is in (fig. 7) het stangenfiguur er bij 
geteekent. 

Om nu de 2” — 1 deelers te beschrijven, legge men in 
het vlak de lineaal met wijzer meê 180° om en herhale 
m. m. dezelfde manipulatie. Fig. 6 zal dit duidelik maken. 

In alle bizonderheeden, waarop te letten valt bij ’t ver- 
vaardigen van dit instrument, is moeielik te treeden; 
alleen zij aangestipt dat daar waar het nodig is rolletjes 
zijn aangebracht ter voorkoming van wrijving. 

Eenmaal de krommen beschröven, kunnen ze gemakkelik 
worden afgedrukt en als diagrammen blijvenden dienst doen. 

Dit is het geheele instrument: van fouten vrij is het 
niet, maar ze kunnen met niet heel veel moeite tot ’n 
minimum gereduceert worden. 


Wij weeten wel dat men op zeer eenvoudige wijze deze 
krommen punt voor punt met passer en liniaal alleen kan 
construeeren — fig. 6 en 7 laten dit duidelik genoeg zien — 
maar veel meer voldoet ’t aan ’t mathematies gevoel, 
wanneer ze continue getrokken kunnen worden dan wan- 
neer men ze punt voor punt, hoe nauwkeurig ook, trekt. 


Kleinere Mededelingen. 


1. Rectificatie van den cirkelomtrek. 


Van de veele benaderende constructies voor cirkelomtrek- 
rectificatie komt mij deeze de eenvoudigste voor: 

Verdeel de middellijn AB in vijf gelijke deelen; verleng 
ze in A met één van die deelen, en richt in B een lood- 
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lijn BC op, die gelijk is aan drie van die deelen. De omtrek 
van A DCB is dan de omtrek van den cirkel in 4 dec: 
nagenoeg nauwkeurig. 

De bereekening maakt het duidelik, 


DB —; X2R, BC = 3/5 X 2R dus CD= 5 Vs X2R of 


OBSCEEN On 


« Deze benaderende con- 
structie ofschoon reeds 65 
jaar out — het Lehrbuch 
der Geometrie van Dr. Carl 
Ludwig Albrecht Kunge. 
Jena 1842 geeft haar reeds 
op — is, zo ver ik weet, 

5 tot nog toe niet tot onze 
leerboeken der Planimetrie 

doorgedrongen: ’t begint tijt te worden. 


Rotterdam. Dr. A. KEMPE. 


D A hd 


2. Constructie voor den regelmatigen n-hoek. 


Er zijn vele benaderende constructies bekent voor het 
beschrijven van ’n regelmatigen „n-hoek in een cirkel; 
n-willekeurig, ook ondeelbaar dus, veronderstellende. 

Onder deezen biet zich de volgende door haar eenvout 
en voldoende nauwkeurigheit aan, ik zoû haast zeggen boven 
alle andere. 

Verdeel de middellijn AB van den cirkel in » gelijke 
deelen (hier 7, zie de fig. op bl. 140); beschrijf op haar ’n 
gelijkzijdigen driehoek ABC en verbint den top C altijt 
met het tweede deelpunt links of rechts (hier is het linkse 
genomen); verleng deeze verbindingslijn tot haar snijpunt E 
met den omtrek; de koorde AE is dan vrij nauwkeurig de 
zijde van den reegelmatigen n-hoek (hier zeevenhoek). 

Deeze constructie is van Rinaldi, de Resolutione et Com- 
positione mathematica 1866, en tot nu toe, zo ver ik weet, 
niet verder in de leerboeken doorgedrongen dan tot het 
Leerboek der Meetkunde voor ambachtslieden door L. van 


En p k 
EMT Tr Te pe peen 
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Zanten Jen. en G. A. Scholten Groningen — Noordhoff d 
Smit 1881? Me dunkt zij mocht nog wel wat verder gaan. 
Daar Gauss beweezen heeft, dat slechts regelmatige 


veelhoeken vallende onder de formule 2% + 1 en daarbij 
ondeelbaar — dus 17-hoek, 257-hoek etc. — met passer en 
liniaal in den cirkel beschreven kunnen worden, is de straks 
genoemde constructie slechts ’n benaderende. Hoe ver ze 
benadert, zullen we onderzoeken door AE algemeen in 
R en » uit te drukken en dan enkele speciale gevallen te 
beschouwen. 
Langs trigonometrisen weg vint men gemakkelik 


AC =2R, AD —=2 XL ODV In +4 sind = 


n 8 n—d 
ed, Et EE ERS) 2— AM? 
XN ong Si ‚Sin AE AM? + 
+ ME2— 2 AM X ME cos [180 — (ò + 9] zodat: 


vn Varen on il 
2 (Nn? — An +- 4) 

dit na eenige herleidingen, waarbij wij ’t volgende opmerken. 

In één geval namelik voor n= 83, valt D rechts van M; 

ZÒ is dan scherp en men neeme in (1) voor n — 4, 4—n 

cos Ò pos. en voor ò + «, schrijve men Ò — «. 

Voor n=4 valt D juist in M, 
C Zò is dan 90° en /«=0. In alle 
andere gevallen komt D links van 
M te liggen en is /Ò>90°. We 
hebben daarom in (1) sin ò natuur- 
lik pos. genomen maar cos ò neg. 
De grenzen van Ò zijn dus 79°6'20" 
en 120°; verder dan A toch kan 
D niet komen. 

x 5 Hoek E gaat van 19°6'23" door O0 
(voor „== 4) tot 60° en is dus altijt 
scherp (eigenlik neg. wat den zin 
betreft van telling, maar we zullen 

£ | dat daarlaten). Zijn goniometrise 
verhoudingen zijn dus altijt pos. 
De nauwkeurige formule voor AE is natuurlik: 


AE = 2R sin ee PE: (2). 
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De graat van benadering, dus het verschil van (1) en (2) 
is deeze: 


me 0 
Voor n= 8 wort (1) AE —= R/3 dus volkomen nauwkeurig.  * \ 
„ n=t „ (1) AE — R|/2 » ”. Dj) | 

| 


„ N=5 „ (DAE=1.1748...R terwijl (2) aangeeft 
AE == TA 507 


„ Nn=6 „ (1) AE =R dus volkomen nauwkeurig. 


„ Nn=l „ (1) AE =0.8691...R terwijl (2)-aangeert 
AE — 0.8678 RR 
„ Nn=8 „ (1) AE =0.7683...R terwijl (2) aangeeft 


AF = 0.105 508 


„ n=l10 , (1) AE =0.6239...R terwijl (2) aangeeft 
AE == 0.6180 vake 


„ n=18 „, (1) AE =0.4873... R terwijl (2) aangeeft 
AE == 047860 WEKE 
enz. 
Zodat 't verschil is voor: 


den 3-hoek —= 0. 


ren (Eerten 0 
„ 5- „ == 0.0007 te klein. | 
DD) 6- Dj) — 0. 
ad et OO LD ETB 
MSO rh 000 5 
AEM NOEL eht 000 21 De 5 
AT SAE 0. OOS NE â 
De verschillen schijnen dus met ” toe te neemen. 
S. e. €. 0. 
Rotterdam. Dr. A. KeEMPE. 


3. Zwaartepunt van een trapezium. 


Dit kan gevonden worden door de zwpt. Z, en Zo te 
bepalen van A ADC en A ABC en dan Z9Z == Z, H te maken. 


mende aen anc EE DT PN md 
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Maakt men BV == DS, dan is ZZ9 =4 VB en // VB, omdat 
H==+DS en // DS. 
Dus ligt Zopdelijn MV. 
Wordt deze verlengd 
tot E en F, dan volgt 
uit A MEC en AMF dat 
CE —= AF moet zijn, ter- 
wijl uit A EVD en BVF 


blijkt dat ED: BF =DV : VB 


idbrerdeld) 
0 
Dus (EC —b):(AF —a)=a:b, 
of: (a — b): (a —b) =(EC—b):a, 
waaruit EC =at-b, ED =a, 
en evenzoo Di 
gevende de bekende constructie. 
Rotterdam. Hee VAES: 


4. Higenschappen van de zwaartelijnen van een driehoek. 


Wanneer de zwaartelijn van de zijde AC van A ABC 
wordt verlengd en verdubbeld tot aan B!; dan de zwaarte- 
lijn naar AB! van A ABIC eveneens wordt verlengd en 

verdubbeld tot Ct, enz., dan ver- 
c” B krijgt men een niet-regelmatigen 


È JI zeshoek, waarvan de zijden gelijk 
/ 
1 


) a, ben c zijn en twee aan twee 
â 2 evenwijdig loopen, en waarvan de _ 
Nest Si 2m, 2m, 
EN Uit de figuur leest men af: 
5 dl gevormd gelijk is aan de helft van 
c B’ 6 maal den A; dat de medianen 
3a, 3D, #c; dat de zijde c zwaartelijn is van den /, die 
a, 2b en mj, tot zijden heeft; enz. 


dat de A door de dubbele medianen 
van den dubbelmediaan-Â zijn: 
Rotterdam. Kind: VAES. 
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5. Oplossing van a sin » + Lb cos » = C. 


Men schrijve: 
Za sin 4x cos 4x b eos? x — b sin? » = C, 
en deele door cos? 4 z: 5 | 
eg J- b—btg?r == esec?dz, 
of Ja tga b—-bigir=edhetg2t 4 
RBE tg br —2atgtr—bte=0, 
waaruit 


tg dz =p) 


De voorwaarde, dat c? niet grooter dan a? + b2 mag zijn, 
blijkt hier duidelijk. 


Rotterdam. PJA VARS: 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


75. Uitbreiding eener stelling van Hippocrates. 


Het is 24 eeuwen geleden, dat Hippocrates zijne onder- 
zoekingen over sikkels deed. Van een zijner meest bekende 
stellingen over den rechthoekigen driehoek is onlangs de 
volgende uitbreiding gevonden ; beschrijft 
men op de zijden van een driehoek halve 
cirkels dan is de som der sikkels be- 
grensd door deze halve cirkels en den 
omgeschreven cirkel van den driehoek 
gelijk aan den inhoud van den driehoek 
vermeerderd met den inhoud van een 
ellips welker assen de middellijnen van 
de in- en omgeschreven cirkels van den 
voetpuntsdriehoek zijn. 

De som der sikkels is als de inhoud van den driehoek 
door A wordt voorgesteld. 


A +4 (42 + b2 + C2—8 R2) = 
\ +47 R2 (sin? A + sin? B + sin? C —2) = 
A +7 R2 cos A cos B cos C. 
De straal van den omgeschreven cirkel van den voetpunt 
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driehoek is 4R,‚ de straal van zijn ingeschreven cirkel 
volgens een bekende betrekking 4 X }R tin hm 


2 
sin ie sin a == 2 R cos A cos B cos C,, 
waaruit de stelling volgt. 


Haberland. Zs.m.u.n. U. XXXIX, 1908. Aufg. 165. 
Q. 


76. De stelling van Pythagoras. 


Meer als aardigheid dan als bewijs geeft de Unterrichts- 
blätter für math. und naturw. Unterricht het volgende: 

Zij A ABC rechthoekig in A; daar c afhangt van a en 
b kan men stellen c=/f (a, b) welke functie symmetrisch 
moet zijn ten opzichte van a en b. 

Was nu de functie van den eersten graad, dan zou men 
kunnen onderzoeken 

c—=m (a + b). 


Voor b=o, is c=a en moet dus m==l wezen. Maar 
c=aJ-b beantwoordt niet aan een driehoek in zijn alge- 
meene gedaante. 

Vervolgens dient onderzocht te worden de betrekking 

c= Wm (a? + b2) + nab 

Voor b==o, moet c—=a dus m==l wezen, dus 

c—= a? db? +nab, wat voor een recht- 
hoekig gelijkbeenigen driehoek geven zou. 


ca? dn. 
Zulk een driehoek laat zich in twee andere driehoeken 


verdeelen met schuine zijde a en rechthoekszijden } c. 
Voor deze heeft men dus: 


a=tel/2 Jon 
zoodat men hebben zou uit de beide laatste betrekkingen: 
c=telt dn) of n =o0. Dus wordt: 


dn) ATD | Q. 
77. Uitbreiding van een stelling van Laisant 
over den vierhoek. 


In de N. A.M. 1907 gaf Laisant de volgende stelling: 
ABCD is een vierhoek; A’... zijn de middelpunten der 
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ingeschreven cirkels der A A BCD..., welker omtrekken 
door a,... worden voorgesteld. Het zwaartepunt van massa’s 
a, P, 7, Ò geplaatst in A,‚B,C, D is hetzelfde als dat van 
dezelfde massa’s geplaatst in A’, B’, C’, D’. 

Plaatst men in de hoekpunten van A BCD massa’s groot 
CD, DB, BC dan kunnen deze samengesteld worden tot 
een massa « in A’. Handelt men eveneens met de A A 
CDA, DAB, ABC dan heeft men massa’s a, $, 7, Òò in — 
A, B, C, D, die dus hetzelfde zwaartepunt hebben als de 
in A’, B, C', D’ geplaatste massa’s. 

Het is duidelijk, dat ABCD ook een scheeve vierhoek 
kan zijn en dat de stelling doorgaat als men vijf punten 
in de ruimte beschouwt met A’... als middelpunten der 
ingeschreven bollen en a«,... als de oppervlakten der vier- 
vlakken BCDE,.... 

Neuberg (Mathesis, 1908. Note 12) merkt op, dat de 
eerst genoemde stelling van Laisant blijft doorgaan, als 
a,... de sommen der kwadraten, der zijden en A',... de 
punten van Lemoine zijn, wat duidelijk is als men let op 
de barycentrische coordinaten, van dat punt. Ook andere 
uitbreidingen laten zich op deze wijze eenvoudig aangeven. 


78. De betrekking tusschen de afstanden van vier punten 
in een plat vlak. 


Als van de zes afstanden tusschen vier punten in een 
plat vlak er vijf bekend zijn, dan zou men voor den over- 
blijvenden afstand blijkens de constructie twee waarden 
kunnen vinden. Er moet dus een bepaald verband bestaan 
tusschen deze zes grootheden, een verband dat volgens 
Lapierre (Bull. d. S. M. et P. XIII, bl. 273) het eerst door 

Lagrange gevonden is. Nu vindt men 

wel in de Memoires de Berlin 1778 in 

c p een verhandeling sur les pyramides 

triangulaires een weinig overzichtelijke 

B c formule voor den inhoud van de pyra- 

N EP mide in functie van de 6 ribben; 

PSE stelt men deze waarde gelijk nul dan 

ied heeft men de verlangde betrekking. 

P Maar dezelfde was reeds vroeger op 

veel fraaiere wijze door Wuler gegeven (zie W.T. IV bl. 31), 

zoodat met meer recht aan hem de ontdekking kan 
toegeschreven worden. 
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Op verschillende wijzen is de betrekking aan te toonen: 
het bewijs van Lapierre heeft het voordeel, dat het zeer 
algemeen is en een meetkundige beteekenis aangeeft van 
een bekende goniometrische betrekking. 

Worden de zijden, a, b, c van A ABC uit eenig punt 
P onder hoeken «, $, 7 gezien, dan kunnen de volgende 
gevallen voorkomen: 


adPty=2nemfitrij == ha maf. 
In alle deze gevallen geldt de formule: 
COS? a J- COS? F + COS2y — 2 COS a COS PCOS =O... (1) 
Men heeft dan: 
COS a == COS (B +- 7), dus 
(cos a — cos Ben 7)? = (1 — cos? B) (1 — cos? y), waaruit 
na herleiding volgt: 2 cos? « — 2 cos a cos B cosy=—=1 ...(1) 
Stelt men nu AP=x, BP =y, CP ==z, dan voert sub- 
lana 
2yz 
trekking van den vierden graad: 
> A (K2— YP?) (12 — 22) HZ (02 — DC) Jb =0 (2) 
Stelt men hierin a—=b + ec, dan wordt het eerste lid 


een volkomen kwadraat en kan de algemeene formule na 
worteltrekking herleid worden tot: 


by2 + ee? =ar?H abe, d.i. het theorema van Simson. 


Voert men de voorwaarde in, dat by + cz = ax is, dan 
bz + cy 
bed ya 
algebraïschen weg de stelling over het product der diago- 
nalen van een koordenvierhoek herleid is tot die over het 
quotient dezer lijnen, wat meetkundig heel wat eenvoudiger 
in te zien is (verg. Intermédiaire, 1899. Question 1248). 

De betrekking (1) kan ook, zooals Cayley het eerst vond, 
als determinant geschreven worden, nl: 


OMEERROL VZ Te) 


stitutie van COS a —= enz. in (1) tot de be- 


laat zich (2) herleiden tot == zoodat dan langs 


Taelen slee vl et 0 
Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang, 
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Eenvoudig komt deze vorm voor den dag als gevolg van 
een stelling over de traagheidsmomenten op overeenkomstige 
wijze als dit voor het theorema van Simson (W.T. II bl. 99) 
gedaan is. 

In A, B, C worden massa’s wu, v, zr geplaatst, die zoo- 
danig gekozen zijn, dat hun zwaartepunt in P gelegen is. 

Voor een willekeurig punt Q zal men dan hebben: 


uAQ? 4 v BJ 7 CP == u APZ Hv BP2 Ha CP2 H 
+ (u 4-7 F7) PQ? 
Stelt men nu o=— (u +-v j 7) dan wordt de vorige 
betrekking : 


u. AQ? + v. BQ? + 7. CQ2 +5. PQ? = u. AP2 Hv. BP2 + or. CP2, 
Het tweede lid is dus een constante & voor alle punten 


van het platte vlak; plaatsen we Q. respectievelijk in 
A, B, C en P dan heeft men: 


0 + ver J nb? + 07? — Kk 

MÈ HJ O0 + 772 + oy? — k 

ub? + va? o + oz? — Kk 

ua H- vyd nd oo — k 

terwijl bovendien de betrekking geldt: 

u“ Le yv J- TE Es 0 0 

welke 5 vergelijkingen met 4 onbekenden tot den genoemden 
determinant leiden. Q. 


| 


| 
Dr SD DEED 


| 


79. Eigenschap van een regelmatigen veelhoek. 


À zij een hoekpunt van een regelmatigen n-hoek be- 
schreven in een cirkel met M tot middelpunt en R tot 
straal. 

Als P het midden is van MA, dan is de som der vierde 
machten der afstanden van P tot de hoekpunten gelijk aan 


33n 
4 
16 Ré. 


Zoo de hoekpunten van A afgerekend zijn A,, As,..… 
dan is: 


2r: | 
PArt BPH JR Roos Ref} COS En )saus 
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2 PArt = Rt | Zin — } X cos ze LF oo? 2r7 
l 1 
Maar 
1 
2 COS ein == 0. 
n n 
1 fi n 
it joos tijen 
4 1 
Dus: 
33 n 
S PAyt —= Ré Hin tnt = Se Bé 
Math. Gaz. 1908. Question 789. qQ. 


80. Stelling over den regelmatigen achttienhoek. 


Als a de zijde van den achttienhoek is beschreven in 
een cirkel met straal R dan geldt de betrekking 


as + R$ —= 3a R2 
zooals volgt uit: sin 30 —=3 sin 10 —4 sin® 10. 
Haoberland, Z.f. m.u.n. U. XXXIX. 1908. Qq. 


81. Bemerkungen über die Figuren der mathem. Lehrbücher. 
(Hoffmann, 1908, 9. Heft.) 


De schrijver begint met eene algemeene opmerking „Sie 
betrifft die grosze Zahl — dem Inhalte wie auch der 
Form nach — beinahe ganz gleicher Liehrbücher. Nimmt 
man ein solches neues Lehrbuch in die Hand, besichtigt 
man es von Anfang bis zum Ende, so ist man nachher 
schroff enttaüscht und miszmuthig gestimmt, dem “alten 
Bekannten” so viel kostbarer Zeit geschenkt zu haben. 
Nur einigen, vielleicht ganz unwesentlichen Selbsterfah- 
rungen zuliebe sollte einem dicken, kostspieligen Buche 
das Leben geschenkt werden, wo sie doch in entsprechen- 
den Zeitschriften — denen die mathematischen Neuerungen 
obliegen — kurz erörtert und erledigt sein könnten.” 


Aan de figuren stellt schrijver de volgende eischen : 
1. Ein Lehrbuch, welches in sich Figuren aufnimmt, 
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sollte sie in solcher Form wiedergeben, dasz der Text soviel 
als möglich entbehrt wird, was teilweise durch sinnreich 
und Konsequent durchgeführte Bezeichnung erreicht wird. 


2. Damit die Figuren übersichtlich werden und also soviel 
als möglich des Textes entbehren, sollten an ihnen nur die 
gegebenen, die zum Beweise gehörenden und die zu suchenden 
Gleichheiten der Winkel und der Strecken... vorkommen, 
wie überhaupt nur das zu zeichnen sein wird, was unum- 
gänglich notwendig sich zeigt... 

(Met een voorbeeld uit een leerboek illustreert schrijver 
zijne bedoeling; in een figuur van dat boek wordt een 
diagonaal van een vierkant getrokken alleen omdat er een 
lijn evenwijdig daaraan getrokken moet worden; de schrijver 
van het artikel had liever die lijn niet in de figuur, om 
deze eenvoudiger en overzichtelijker te houden). 


3. Der Entstehung der Figuren, wodurch dem Gedanken- 
gange des Forschers nachgegangen und nachgeforscht wird, 
um auf diese Weise daraus die Lehre zu ziehen, wie man 
beilaüfig vorgehen sollte, um auch fördernd in der Wissen- 
schaft mitwirken zu können, sollte in weitgehensten Grenzen 
Rechenschaft getragen werden. 


82. Internationale Commissie voor het onderwijs in de 
Wiskunde. (Enseignement, 15 Nov. 1908). 


Op het Wiskunstenaars-congres in Rome (April 1908), is 
er besloten tot het instellen van bovengenoemde Commissie. 

Het oprichtings-comité bestaat uit: 

Prof. Klein, Göttingen, Voorzitter; Prof. Greenhill, Londen, 
vice-voorzitter ; Prof. Fehr, Genève, Secretaris. 

Op een vergadering in Keulen gehouden, heeft dit comité 
een voorloopige organisatie ontworpen. De rijken van Europa, 
behalve Turkije, en de Vereenigde Staten zenden ieder in 
de commissie van l tot 8 gedelegeerden; bij stemming heeft 
ieder Rijk maar één stem; verder zullen er nationale sub- 
commissies gevormd worden. Voeling zal er met de regee- 
ringen gezocht worden. Zoo spoedig mogelijk zal er een 
begin gemaakt worden. Het tijdschrift „L'Exseignement 
Mathèmatique” is officiëel orgaan der commissie. 
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83. Kenmerk voor den loodrechten stand van twee lijnen in 
de beschrijvende meetkunde. (Enseignement, 15 Nov. 1908). 


Als twee lijnen loodrecht op elkaar staan, kan men door 
een der lijnen een vlak brengen loodrecht op de andere. 
Daaruit volgt: opdat twee lijnen, door hunne projecties 
gegeven, loodrecht op elkander staan is het (van bijzondere 
gevallen afgezien) noodig en voldoende dat de loodlijnen die 
men uit de doorgangspunten van de eene op de gelijknamige 
projecties van de andere neêrlaat, elkander in de as snijden. 


C. 


VRAAGSTUKKEN. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 Juli 1909. Nieuwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne ingewacht. 


Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing, en elke niewwe opgave een afzonderlijk 
vel papier te nemen). 


Inzenders van miewwe opgaven zouden de redactie veel 
moeite besparen door : 


1e onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven, 
dan een ruimte van 6 of 8 c.M. open te laten ; 


2e daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: 
oplossing van ....; 


3e boven de oplossing te schrijven: (Met .….fig.) als dit 
het geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te 
voegen, elle voorzien van naam en volgnummer. 


Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens 2e en Se. 


266. De m. pl. van de derde ribbe in drievlakkenhoeken, 
waarvan één zijde in ligging en grootte onveranderd blijft, 
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en waarin de tangenten der andere zijden een bepaalde 
verhouding hebben, is een 2e-graadskegel. 
’s Hertogenbosch. C. A. Crkor. 


267. Drie cirkels (M), (N) en (O) snijden elkander in één 
punt S; het middelpunt M ligt op den omtrek van (N). 
Bewijs dat de lijn, die de andere snijpunten A en © van 
(M) met (N) en (O) verbindt, en de lijn die het snijpunt 
B van (N) en (O) verbindt met het tegenpunt E van M 
op (N), elkander in D op den omtrek van (O) snijden. 

Kampen. JV: D. GRIENDER 


268. De omhullende te bepalen van een cirkel, waarvan 
het middelpunt een gegeven rechte doorloopt, en waarvan 
de straal evenredig is met den afstand van zijn middel- 
punt tot een vast punt buiten die rechte. 

J. v. D. GRIEND Jr. 


269. Aan twee gegeven cirkels worden twee raaklijnen 
getrokken, die een gegeven constanten hoek met elkander 
maken, en den eenen cirkel in A, den anderen in B raken. 
Gevraagd de omhullende van de verbindingrechte AB. 

J. V. D. GRIEND Jr. 


270. Het punt K (punt van Lemoine) in A ABC, is de 
pool van de Pascalsche rechte ten opzichte van den omge- 
schreven cirkel van A ABC. 

Nijmegen. ANDRÉ OLIVIER. 


271. Binnen een A ABC een punt P te vinden zoo- 
danig, dat, wanneer uit P loodlijnen neergelaten worden 
op de zijde van den A, de voetpunten-driehoek geliĳk- 
zijdig zij. ÄNDRÉ OLIVIER. 


272. Men vraagt aan te toonen, dat de bijzondere punten 
der virtueele parabool #=}W2sing, y=tW6sin2g, 
gelegen zijn op een kromme, waarvan de vergelijking in 
poolcoordinaten is 3 (72 + 1) = tg? gp. 

Amsterdam. W. N. Le Heux. 


278. Van een gelijkbeenigen driehoek is de onderlinge 
ligging van zwaartepunt, hoogtepunt en middelpunt van 
den ingeschreven cirkel gegeven. Construeer den driehoek. 

Dordrecht. D. J. KRuIJTBOSCH. 


274, Om een cilinder, gewicht = P. KG., is een koord 


135 


gewonden. De cilinder ligt op een hellend vlak (hellings- 
hoek «), en wordt in rust gehouden. Het koord loopt over 
een katrol aan den top der helling, en draagt een gewicht P, 
dat vertikaal omlaag kan gaan. Als nu de cilinder aan 
zichzelf wordt overgelaten, vraagt men de beweging van 
cilinder en gewicht. De massa van koord en katrolschijf 
te verwaarloozen. 
Rotterdam. J. v. Roon. 


275. Gegeven een centraal tweedegraads-oppervlak O. 
Als de projectie van het middelpunt van O op het pool- 
vlak van een veranderlijk punt P t. o. van O, op een 
vasten bol ligt, dan zal P op een ellipsoïde gelegen zijn, 
waarvan de assen evenwijdig loopen aan die van O0. 

Katwijk a/d Rijn. J. TUMMERS. 


276. ABCD is een bolvierhoek, waarom een cirkel kan 
beschreven worden; AB =a, BC =b, CD =c en DA =d. 
Te bewijzen: cos 1/5 a cos 1/s b sin B == cos 1/3 c cos 1/5 d sin D. 

’s Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 


277. De zijden van een driehoek worden gesneden door 
een transversaal. Elk segment der transversaal, dat tus- 
schen twee zijden ingesloten is, wordt in dezelfde ver- 
houding verdeeld, als de derde zijde des driehoeks door 
de transversaal verdeeld wordt. 

a. De zes punten op de transversaal liggen 2 aan 2 

evenver van eenzelfde middelpunt. 

b. De verbindingslijnen der hoekpunten met de overeen- 
komstige deelpunten op de transversaal loopen even- 
wijdig. 

(Verg. de stelling: Neemt men op een transversaal van 
een driehoek de punten, die met de snijpunten symmetrisch 
gelegen zijn ten opzichte van een zelfde punt, dan snijden 
de lijnen, die deze punten met de overeenkomstige hoek- 


punten verbinden, elkander in één punt. — Wisk. T. 2en jg. 
bl. 113). 
Weltevreden, Indië. A.P. VooREN. 


278. Twee lijnen AE en AE, snijden elkander in A; op 
elk dier lijnen zijn respectievelijk punten C, D, en C,, D, 
bepaald, zoodanig dat CD:DE —= C, D; : D, Es. 
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Gevraagd het punt B te bepalen, waarvoor de voetpunten 
der loodlijnen, daaruit op CC,, DD;, en EE, neergelaten in 
één rechte liggen. 

Amsterdam. C. WAFELBAKKER. 


279. A. Een cirkel te beschrijven, die 2 geg. cirkels 
raakt, en a) een Sden geg. cirkel rechth. snijdt; b) een 
Sden geg. cirkel in diametrale punten snijdt. 

B. Een cirkel te beschrijven, die een geg. lijn en een 
geg. cirkel raakt, en a) een 2den geg. cirkel rechth. snijdt; 
b) een 2den geg. cirkel in diametrale punten snijdt. 

Zoeterwoude. J. A. WERTENBROEK. 


280. Te bewijzen dat het oppervlak, ingesloten door de 
kromme & =acos +26, y=b sin +29 in de posi- 
tieve coördinaatassen, gelijk is aan 


(n +1) ab (n +1) F (n +2) 


Nijmegen. J. J. C. WESTENDORP. 


Vraag en Antwoord, 


Eerste antwoord op vraag 24, bladz. 110, 5den jaargang. 


1. De geliĳjkz. A A zijn naar buiten beschreven (fig. 1). 
De 83 lijnen AD, BE en CF zijn 
even lang, ze snijden elkaar in een 
punt S onder hoeken van 60°. De 
vierhoeken AEKCS, BDCS en AFBS 
zijn koordenvierhoeken, waarin ES 
=—= AS + CS, FS = AS + BS en 
DS = BS + CS, zoodat ES + FS + 
+ DS = 2EB. Hieruit volgt deze 
constructie: Verbind de 3 gegeven 
punten D, E en F. Bepaal in A DEF 
door middel van 2 cirkelbogen ’t 
punt S. Trek dan ES, DS en FS, 
neem EB = (ES + DS + FS): 2, 
dan is ’t punt B bepaald, enz: 
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2. De geliĳjkz. A A zijn naar bin- 
nen beschreven (fig. 2). De 3 lijnen 
AD, BE en CF zijn even lang, ze 
snijden elkaar in een punt S onder 
hoeken van 60°. De vierhoeken AECS, 
DBCS, en ABFS zijn koordenvier- 
hoeken, waarin ES —= AS + CS, 
FS = BS — AS, en DS = BS — CS, 
zoodat ES + FS + DS = 2 BS. Hier- 
uit volgt een overeenkomstige con- 
structie als onder 1. 


Fig. 2. 


8. Twee geliĳjkz. AA zijn naar buiten, en een is naar 
binnen beschreven (fig. 3). De 
AA AFE en FBD zijn 22 met 
A ABC. EFCD is een parallelo- 
gram, waarvan de helft EFD be- 
kend is. Dit leidt tot de vol- 
gende constructie: Verbind de 3 
gegeven punten D, E en F, en 
voltooi ’t parallelogram EFCD, 
dan is C éen der hoekpunten 

D van den gevraagden A. De hoek- 
punten A en B worden gemak- 
kelijk uit de A A ACE en BCD 
gevonden. 


4, Twee geliĳjkz. A A zijn naar 
binnen en éen is naar buiten be: 
schreven. (fig. 4). De A A CED en 
DEB SZ et AL ABC: VARDE 
is een parallelogram, waarvan de 
helft A EFD bekend is. Dit leidt tot 
een overeenkomstige constructie als 
onder 3. 


Opmerking. Hiermede zijn de hoofdgevallen aangewezen. 
Een aantal bijzondere constructies doen zich voor naar 
gelang van de ligging der 3 toppunten D, E en F. Zoo 
kunnen D, E en F in een rechte komen te liggen; twee 
dezer punten kunnen samenvallen, enz. De behandeling 
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van een en ander zal nu echter wel geen moeielijkheden 
meer opleveren. 
’s Hertogenbosch. J. N. VISSOHERS. 


Tweede antwoord op vraag 24. Een oplossing van dit 
vraagstuk is te vinden in „De Vriend der Wiskunde”, 
Jrg. 2 (1887) bl. 59, en Jrg. 22 (1907) bl. 184. 


Delfzijl. W. Meijer. 


Derde Antwoord op vraag 24. 


In „Merkwaardige punten en lijnen van den driehoek” 
door A. J. van Breen wordt aangetoond: 

Wanneer op de zijden van A ABC gelijkzijdige driehoeken 
worden beschreven met toppen At, Bi, en Cl, dan snijden 
AAL, BB!, en CCL elkaar in een punt 4. De omgeschreven 
cirkels van deze drie driehoeken snijden elkaar ook in dat 
punt Z. (Dit zijn de cirkels van Torricelli, die o.a. ook 
gebruikt worden om de omgeschreven gelijkzijdige driehoeken 
van den gegeven A ABC te beschrijven en daarvan de 
grootste te vinden). 

Worden de gelijkzijdige driehoeken naar binnen beschreven, 
dan ontstaat op gelijke wijze een punt el; z en zl heeten 
isogonale middelpunten. 

Verder is gemakkelijk aan te toonen: 

LBeAlz= / Ale == / C2aBl == enz. — 60°. 

Hieruit volgt de constructie: 

Beschrijf op de lijnen AlBl, BIC en AlCt segmenten 
(naar binnen) die hoeken van 120° bevatten; hierdoor wordt 
t punt z bepaald. 

Trek Bie, Als en Clz. Omdat /ABIC = 60° en / Az == 
— 120°, is ABICz een koordenvierhoek. Volgens Ptolemeus 
is dus: 

zB1 X AC = 20 X AB! + zA X BIC, of 
zBl== 20 + zA. 

Evenzoo is: z0l =zA + zB, 

en zAl==zB + 20. 

Daar zA!, zBl en zC! bekend zijn, kunnen we zA, zB 
en zC hierin uitdrukken. Verlengen we nu Biz met ’t ge- 
vonden stuk zB, Ciz met zC, en Alz met zA, dan zijn de 
hoekpunten van den gevraagden driehoek gevonden. 


Amsterdam. VALEWINK. 
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DOO 
’ 0’ eek, 
BO O0, “0 en 19° worden onbepaalde vormen 
genoemd, daar zij alle waarden vertegenwoordigen kunnen. 

a) O X oo kan de waarde 42 hebben. Want 6 X 7 = 
0,06 X 700 == 0,00006 X 700000 == enz. ’t Eene getal nadert 
tot O, ’t andere tot oO, als men zich de bewerking ver ge- 
noeg voortgezet denkt. 


Antwoord op Vraag 25. De’ vormen O X oo 


0 3 Nae 0,08r 
b) 0 kan de waarde 3/s hebben. Want 5/5 = 005 — 


0, 000 000 000 3 
— 00000000005 — enz. Beide getallen naderen tot 0, als 


men zich de bewerking ver genoeg voortgezet denkt. 


OO 100 
6) og Kan de waarde l/s hebben. Want 1/3 nn 
Se en — enz. Beide getallen naderen tot oo, als men 


zich de bewerking ver genoeg voortgezet denkt. 

d) OO: — OO kan de waarde 3 hebben. Want 3 == 
== 100 — 97 == 100000 — 99997 == enz. Beide getallen 
naderen tot oo, als de bewerking ver genoeg wordt voortgezet. 


é) oo° kan de waarde 5 voorstellen. Immers: 

1 \2 
(or) == 5 voor alle waarden van ». Maar als ” tot 0 
nadert, gaat ’t voorste lid over in OO°. 

f) O° kan de waarde 1/s voorstellen. Immers: 

1 n 

EL En Ù voor alle waarden van ”. Maar als ” tot 0 


5e 2 
nadert, gaat ’t voorste lid over in 0®, 


9) 19 kan de waarde 2 voorstellen. Immers: 


1 
(2) =—= 2 voor alle waarden van „. Maar als ” tot 0 
nadert, gaat ’t voorste lid over in ike 
’s-Bosch, J. N. ViIssSCHERS. 


Antwoord op Vraag 27 (Vbladz. 110). De meeste grootere 
leerboeken behandelen min of meer uitvoerig het genoemde 
deel der meetkunde b.v.: 
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Rouché et de Comberousse. Traité de Geométrie, waarin 
Note III: Sur la géométrie recente du triangle. 

F. J. Exercises de Géométrie. 

Fuhrmann. Synthetische Beweise. 

Emmerich. Die Brocardschen Gebilde. 

M’Clelland. A treatise on the geometry of the circle. 

Lachlan. An elementary treatise on modern pure geo- 
metry. 


Vraag 28. Zijn er proeven genomen over de afname der 
zwaartekracht bij een vertikale verplaatsing? L. te H. 


Antwoord. Theoretisch zou een kilogram bij een verplaatsing 
van / meter met a«a == 0,814 m.G. moeten afnemen (zie 
Messcherschmitt in zijn onlangs verschenen monographie, 
Die Schwerebestimmung an der Erdoberfläche, Braunsch- 
weig, Vieweg.) 

Jolly in München vond voor a 0,285 en 0,301 m.G. 

Scheel en Diesselhorst verkregen bij hunne proeven aan 
de Reichsanstalt te Charlottenburg 0.295 mG. 

De uitvoerigste proeven op dit gebied, die allen door 
wegingen geschied zijn, werden genomen door Richarz en” 
Krigar-Menzel te Spandau. (die abnahme der Schwere mit 
der Höhe, bestimmt durch Wägungen; Sitz. Ber. der Berl. 
Akad. 1896.) Voor «a werd door hen gevonden 0,279 m.G. 


Vraag 29. Bestaat er een fransche, duitsche of engelsche 
vertaling van Euler’s Commentationes arithmeticae collectae ? 
B. 


Vraag 80. Hoe construeert men een driehoek als ge- 
geven zijn basis, hoogte, en bissectrice tophoek. 
Be fe 


Correspondentie. 


Naar aanleiding van de op bladz. 80 vermelde „vraag 
over samengestelde interestrekening’” kan het volgende op- 
gemerkt worden. 
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Kapitaal f 1 — wordt na » jaren tegen p °/, 1 + Do) i: 


en als ieder gde deel van een jaar de rente gekapitaliseerd 


100 g \ nq p 1 pr 
dt [1 … Stel == = 
od ( Baer ) ATOOM 100» 
1 W 
dan wordt dit rt 5 )° bre Laat men q en dus z 
Zi 
steeds grooter worden, dan is de limiet e100. Moet nu 


ED 
het kapitaal m maal zoo groot worden dan is e 100 —= m, 


100 log. nep. mm 


p 
log. nep. 3 =— 1,098, log. nep. 4 — 1,386, etc., waaruit bij 
benadering het behandelde geval volgt. 


waaruit volgt » == . Nuislog. nep. 2 —= 0,698, 


Gorinchem. Dr. vAN ELFRINKHOF. 


Naar aanleiding van „Een raaklijn-constructie”’, bladz. 2, 
deelt de heer M. d'Ocagne te Parijs de volgende constructie 
mede voor de raaklijn in een punt M eener ellips, waar- 
van twee toegevoegde middellijnen zijn gegeven. Hij ver- 
meldde deze in de Annales des Ponts et Chaussées, 1888, 
bladz. 262, en nam ze op in zijn Cours de Géometrie 
Descriptive, bladz. 40, No. 54. 

Verbind (fig. 1, bladz. 2), A met het linker uiteinde van 
de middellijn RM. MQ wordt dan gesneden in een punt S. 
Trek SU / MR, en RU // MQ, dan is UA de raaklijn. 

Het bewijs is zeer eenvoudig, als men de ellips beschouwt 
als projectie van den cirkel. 
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Van de op bladz. 265, 4en jaargang, vermelde brochure, 
werd in de Mathematical Gazette van Januari 1908 onderstaan- 
de recensie gegeven. Een door den heer Dr. Peek ingezonden 
mededeeling kon niet in de Math. Gaz. worden opgenomen. 
Daar in ons land ongetwijfeld belangstelling is voor het 
onderwerp, en de heer P. de tweede landgenoot is, die 
nieuwe denkbeelden geeft betreffende quaternions, meende 
de redactie daarvoor wel eenige plaats te mogen afstaan. 


Some explanations and remarks concerning my thesis 


„La formule o — re £@ + t) interprétée góometriguement 
dans l'espace, de manière à prendre la forme d'un quaternion,’ *) 


by J. H. PEEK, in answer to the review given by F. S. 
MacauLaY in the Mathematical Gazette. 


The publication of my above mentioned thesis occasioned 
the following review in the Mathematical Gazette. 


The author starts from the formula PA == COS p + {sin g. 
7E 


By putting p = En we obtain e ti; and by raising this 


to the power 4, “2. The author decides that, while 
this formula is valid, it is not permissible to multiply 


the ds in the index dig; so that it does not yield the 

TT . N 
result e_ 2 —i. He gives as a reason that he regards i 
as being of a vectorial nature. He also regards j as a 
vector, and as having a direction perpendicular to the 
p-plane, contrary to the usual practice of choosing it to 
be in the g-plane. This gives rise to many questions, 


ie ip 
such as: If { is a vector in e , what meaning can be 
ip antal N ip 
attached to e ? and if % is not a vector in e , how are 


’) H. EISENDRATH, Amsterdam. 
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we to distinguish when { is a vector and when it is not? 
The author does not pause over such questions, and gives 
no answer to them. 

Sn argument proceeds as follows: From the formula 


; 29 2p 

e Bai we have e” — ma nand is Bg, De we This 
must surely rejoice the hearts of all index jugglers. But 
even they may be a little startled at the next step: 


with reference to the pg-plane, e= CRAS + 4 SNP, 


hence with KeleIGDEe to the w-plane, Aen CO 


== COSW H- i sin w. Moreover, by defining p + {w to be 
the angle made by two radij drawn at inclinations p and w 
to the line of intersection of the p-plane and w-plane, the 
result cos (p + jw) == cos p cos w is obtained. The object 
of the thesis is to represent Bk we as a so-called expo- 
nential quaternion obeying the laws of ordinary algebra, 
and serving as a bridge between ordinary algebra and the 
calculus of quaternions proper. But until the author has 
thrown some light on the points referred to above, his 
thesis cannot be taken seriously. 
F. S. MACAULAY. 


The conclusion induced me to direct a paper to Mr. 
Macaulay, the principal features of which are contained in 
the following explicative notes, with the request to insert 
it in the Mathematical Gazette. Mr. MacauLay however 
appealed to the editor who could not see his way to 
publish it. He thought he might promise that if I 
would send a short communication, confined to explain- 
ing or controverting any points raised in his review, 
and zot exvceeding a page of print, it would be inserted. 
T thought it better not to accept the offered hospit- 
ality as, according to wishes expressed in a preceding 
letter, my notes were elaborated as far as possible on 
lines indicated by him. Moreover [ did not see the possi- 
bility to answer his questions on one page of print. Only 
as Mr. Vaes in his first letter to me mentioned Mr. 
Macaulay's review, I proposed to publish my notes in his 
periodical, which was readily consented to. 
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Though in the theory of algebra the proof is given, that 
the four fundamental operations upon complex numbers 
follow the same rules as those for real ones, this proof 
has never been extended to complex numbers in the expo- 
nent of exponentials. The fact that no result is in contra- 
diction with the assumption that this extension might be 
allowed, may only be quoted as an indirect proof, as long 
as no other conception is proved to exist, which leads to 
quite as acceptable results. The fundamental operations 


may be interpreted geometrically, and even €” = cos p 
—J- ising may be considered as the algebraical expres- 
sion of a geometrical construction. If {wp is substituted 
for p in e°° and e“” is taken to be equal to e *, the 
hyperbolie functions to which this expression is related 
may still be considered to give a geometrical interpretation 
to this formula, though not quite sufficient, as the imagi- 
nary character of the angle w in this interpretation is not 
evident. An essential difficulty arises when the formula 


et @ +1Y) should require a geometrica interpretation. Yet 
as the exponential functions of imaginary variables seem 
to be related to trigonometrical functions of an angle p, 
as long as this angle has a real value, the question arises 
if this is not also the case when the angle is complex. 


The usual assumption that e**“” should be equal to e— * 
leads only to a purely formal analogy of trigonometrical 
formulae for complex angles with those for real ones. 
A geometrical meaning can no more be ascribed to them. 

As the operations in the exponent upon imaginary quan- 
tities cannot be controlled, it seems the more necessary 
that they should be based upon geometrical analogies or at 
least that the results should be interpretable by means of 
such analogies. In the other case the results can never be 
satisfactory, especially as by operating upon imaginary units 
in the exponent we exceed the limits of ordinary calculus. 

In no way we can prove that, when substituting dp 
for x in the series for e”‚ we really obtain the {gth power 
of e. Moreover the assumption that this should be so has 
given rise to critics. So LAIsSANT (Théorie et Applications 
des Equipollences, page 87) cites the opinion of M. Val- 
lês, who in his work „Des formes imaginaires en Algòbre”, 
AED Euler’s formula e{® — cos p +- {sing raises the 
following ecritics: 
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1°. „La formule d’Eurer donne 1 =e2rV—l — gtr 
— .…. Les nombres e 2%, e*”, ...… tous différents les uns 


des autres, élevés à la même puissance [/— 1, donne- 
raient donc le mÔme résultat, ce qui semble inadmissible, 
ou tout au moins paradoxal. 

2°, En élevant les expressions précédentes à la puissance 


WV —1, on ae 27 —eTÊT — ce qui est absurde.” 
2 3 
When in the formula @=1 + + ST je ST JEE 


dh, 


we substitute for Aj we obtain 
2. 1 mt 1 76 1 
TENT RA ET 
ai AE Ast manet hed 
he Ain getei ae Bi ml 


h : 7 deer JE ; : 
which, being cos 2 + { sin 5 simply becomes {, we can- 


TR, 
not prove that 7 thus obtained is in reality e? “When this 
is not so, we still can assume that by raising % to the 


power ee we obtain cos + i sin g, though we have no right 


to equalize this to (‚> ) ” ==. Admitting e° to be a 
| 5 
symbolical expression only for { * , and raising to the po- 


Ee ‚N29 

wer j, we find on one side e ” and (55) ” on the other. 
When we admit the former to be a symbolical expression 
of the second, this needs no more be the case when 
we effectuate the multiplication of ij in the exponent, and 
this can in no way be true if we assume 4 to be a vector. 

If really cosp + isinp were equal to e°®‚ it would 
likewise be equal to (e”)*. Now from the point of view of 
my thesis this has the same value as e”‚, as raising to the 
power 1 signifies a rotation about the axis along which the 
real quantities are measured, by which rotation these 
guantities are not affected. 

Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang 10 
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2p 
When in # 7 we substitute for p the complex value 


| et 0) | | 
Pp + {wy we obtain í 7 ‚ for which we may write 


A 655) ”, we see that in the corresponding symbolical 
ip + iv) : 
expression e ‚ the second % must in every case 
really be a power, the first % being but symbolically a power, 
not really. Therefore the multiplication of 7% into — 1 in 
the latter expression is judged not to be permissible. 
Abandoning in this way the ordinary assumptions, we 
have to prove that the new ones are consistent, at first 
2(e + iv) 
that in 47 ‚ P + iw can be interpreted as a com- 
2 
plex angle, as well as in / 7 pg can be interpreted as a 
real one. 


The object of my thesis now is to show that there 


indeed exists an interpretation of e *® +? in which g + iw 


and its trigonometrical functions have a palpable signifi- 
cation. To gain this result the supposition that the com- 
bination 7% in the exponent should be equivalent to — 1 
must indeed be rejected. By doing this [ do not see a 
break with ordinary algebra, as long as the rules for the 
fundamental operations need not be abandoned for it, 
and further as a priori the supposition is not at all pro- 
bable from a geometrical point of view. 

I do not comprehend what may be the reason for speaking of 
jugglery. Even from the point of view of ordinary algebra, that 

7 


TE. TT 
e€ 2 should really be equivalent to j and e 2 “toe 2, it must 


be permissible to identify e 2 with i . By doing this, the 
signification of this symbol is not in anyway prejudiced, 


and in writing e -( en ” no more. But when on 


analogy with e ee il de ais == COS W J- 1 sin w, 
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. Jassume, as I do everywhere in my thesis, that iè is an 
other form for {, so that it is a vector and a square-root 


TE ve 
— U 
of — 1, consequently thate * is also a square-root of — 1. 
By this inference however the general assumption that the 
value of even exponential functions is obtained by substi- 
tuting the imaginary variable in their characteristic series is 
abandoned, as according to this supposition we would 
JE akk ie 7E 
a 5} en 
only finde? =e 2. From a geometrical point of view, 
the equivalence of these expressions, as [ stated above, is 
a priori not at all probable. For, quantities along the axis 
7 


OX taken to be real, the unit is transformed into { = er 


by a rotation to OZ, the unity on which axis [ consider 
to be %. The intermediate values between OX and OZ are 
obtained from the formula e°” —=cosp + isin p, where p is 
the rotation. Now raising # to the power # we should, 
according to the generally admitted assumption, return to 
the axis OX. So here it is impossible to indicate analyti- 
cally the value of the intermediate positions run through on 
returning from OZ to OX. The operation of raising 4 to 
the power % can therefore not be interpreted geometrically 
in this way and does not corres- 
pond to a continuous variation of 
an argument. 

The only assumption left for a 
geometrical interpretation is the 
following, which has already been 
made in 1806 by Argand. What 
algebraically is a raising to the 
power id, must geometrically be inter- 
preted as a rotation from OZ to OY’, 

and this, as results from my thesis, leads indeed to a theory, 
__ which seems to be consistent from every point of view *). 


*) This assumption has not led till now to a theory in space, 
because the solution has always been sought for in a line, as Mr, 
MOLENBROEK observed to me; the idea from which my thesis parts, 
having been to seek for it in a plane. Argand measures his imaginary 
angle in the plane of i and #®, in my thesis on the contrary the imar- 


ginary angle is measured in a plane perpendicular to ij. 
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If the raising to the power { is a rotation, it becomes imme- 
diately evident how can be a square-root of —1. For 
(ì)? — i* may be written (12) —= (—1)®, so that we find 
indeed — 1, as by a rotation about this axis the real quan- 
tities measured upon the axis OX are not affected. If in the 


plane X04 we represent €” == cos p + { sin p, cos p being 
measured along the axis OX and / sin p along OZ, and if we 
effect a rotation about OX, then cos p is not altered, but 7 sin p 
will henceforth be measured on OY’, the unit along which 


axis is d, so that isinp becomes by the rotation isin g. 
Consequently e“” must be considered to be the same as 
e€®, having only undergone a rotation of 5 about OX. If 
the value of the function in the intermediate positions is 


o 
required, it can be admitted to be cos p + Ù sinw. For 
«a =—=0 we have cosp + ising, fora=—=1, cos p + sin p, 
for «a — 2, cOSP — isinp, for «—=3, coSp — Üsinp, for 
«a —= 4 we again find cosp + {singp. Giving to « other 
values between O and 4 the intermediate positions are 


4 


obtained. But all values @ must be admitted to be square- 
den a 

roots of —1, for (# ) = (— 1)? must be equal to —1 

for the same reason as (@)* is. However strange it may 

seem at first sight that there should be other square-roots 

of — 1 than + /, this will be found less surprising when 


we consider that W/—1 is found to be a vector perpen- 
dicular to the axis of the real quantities, but that nothing 
is known about the direction of it in space, so that the 


quantity W/— 1, which presents itself in the solution of 
algebraical equations, may have every direction in a plane 
perpendicular to the axis of the real quantities. The vector 
{is but one out of all the directions in the plane; { once being 
chosen, the others must be different from this one, though 
all are square-roots of — 1. In my thesis we have to deal 
with two of them, viz + @, perpendicular to + ò. In e“* 
these roots have a signification analogous to that of { in 
e'*. As soon as we assume { to be a vector, we cannot_ 
avoid the further assumption that there must be an infinite 
number of square-roots of — 1. 
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Za 


Raising to the power ir, we have a rotation through 
«, Thus raising to the power { we have a rotation through 


7 si 
7 Raising once more to the power j, we must have a 


rotation through zr, consequently a change of sign of 4. 


Indeed we can admit i°* —= — jd. Attributing to a raising 
to the power j the general character of a rotation, this 
general character here coincides with the particular charac- 
ter of the power { as a multiplication of the exponent. 


Da 
Da nn 


Raising 4 to the power j 7 we obtain % . Raising now 
2’ 2 (a + ea!) 


to the power j % we obtain i___%__ Therefore the con- 
ception of the power { as denoting a rotation is in harmony 
with the character of raising to a power, the rotations 
being indeed added. We may operate in the same 


2 , 

In LN Vie 

manner upon real quantities, as we may put \a ” / 7 
„2e + a!) 


= 4 7. But if « + a’ — mn, we would obtain af. 


Were the exponent 2 not to be considered here as indi- 
cating only the angle of rotation, we would have a con- 
flict, for executing the multiplication we would obtain 
die and have discontinuity. Therefore multiplication of 
factors % in the exponent into real powers cannot be per- 
missible in general. 
2p 

In % 7, p should be considered as an angle measured by 

the position of a radius in a plane perpendicular to 4. 


Raising { to a power, equal to this angle multiplied by 4 


we obtain cosp + sing. If the radius which measures 
p rotates in its plane, this rotation is accompanied by 
that of the end of the vector cosp + í sinp in a plane 
through %, on condition that we measure cosp on the 
intersection of the two planes, which intersection must be 
the line from which both rotations start. Thus we can 
say that the geometrical rotation of the radius measuring 
p,‚ is accompanied by the algebraical rotation of cosp + 


Ed 
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—ĳ- isin gp, considered as a vector. All algebraical considera- 
tions founded upon the latter rotation, which can likewise 
be considered to measure p,‚ remain the same and are 
independant from the assumption that geometrically g is 
measured in a plane ed to 4%. The same may be 


said of w and CRU sin w in G je 


Multiplying the expressions for i 7 and ( De A 
obtain: 


2 
—(@ + iY) PE s 
7 == COSp COSW + id sin wsin p + 


Jd sinwcosp + 1 sin gp COS Y. 


We convene that the positive values of gp and w corres- 
pond to rotations of a right- 
handed screw advancing in 


the directions of 7 and i 
respectively. That these 
advancements and rotations 
must for both angles be 
related in the same manner 
follows from the annexed 
figure. The intersection of 
the planes in which p and 
w are measured being 
OX, seen from ij, XOA = 


=— p is positive, as well as XOB' —= w’, seen from i. 
Now causing the two planes to coincide by a rotation 


about OX, then, as soon as { and i coincide, the two 
angles p and w’ being both positive, OA and OB’ must be 
situated on the same side of OX. If it shall be admissible 
that the above quaternion-expression represents cos (p + 
JW) + isin (p + {w), then the perpendicular OP to the 
plane through OA and OB must represent d sin (p + dv). 

Consequently it is necessary that seen from OP a radius 
in the plane OBA turning from OB to OA shall pass through 
both angles pg and w in the positive direction seen from 


i and ú respectively, as all coefficients of the vector-part 
are positive. Indeed the figure shows that this is the 
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case. The rotation through BOA being equivalent to one 
from OB to OX, followed by another from OX to OA, both 
angles are run through in the positive direction. At 


the same time all components of OP along í, i and ii 
are positive. This must be considered a verification of the 


truth of our theory, as by choosing the direction of ii 
arbitrarily in the positive or negative direction of OX, 
we can dispose of one sign only. 

Therefore from the point of view of my thesis, for ima- 
ginary and complex angles as well as for real ones the 
sine of the angle is measured on the perpendicular to 
the plane, in which the angle is measured geometrically. 
However in the case of complex angles the geometrical 
measuring of the angle is no more accompanied by the 
algebraical rotation of a vector whose components are the 
cosine and sine of the angle starting from the intersec- 
tion OX. 


The coefficient of ii will only vanish together with 


either that of i or of #. Therefore the value of the sine 
of a finite complex angle cannot reach the position of any 


other square-root of —1 than 7 and i. Vectors in the plane 
YO4 therefore only correspond to p == o and w == o and 
are determined by the limiting- proportion of these angles. 


2 u 
Comparing the value of the product of sh Eu) 


2 , 
and je baits as obtained by direct development and by 
multiplication of the corresponding quaternion-expressions, the 
conditions for equality are found to be 12—= — 1, il)” = —1, 
(Gi) —= + 1. The latter being satisfied together with the 
other two equations, we find the conditions for equality 
to be identical with: those from which we started. 

These conditions being satisfied we must have 


1) cos (py + dy + Pa + ÎWo) — COS (Pi + P2) COS (Wy + Wo). 

2) isin (@1 Hi + pa + io) til sin (pj + #2) Sin (Wy + Wa) + 
JH itsin (wy + Wo) COS (pj + Po) + 

+ isin (@, + #2) COS(W, + Wz). 
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From the foregoing explanation it becomes quite clear, 
that imaginary angles as well as complex ones in the 
above conception have a signification quite different from 
that of algebraical substitution. So we may not expect 
any resemblance in the formulae. Indeed only for real 
angles our formulae are transformed into those of algebra. 

Multiplying the relations (5) KE —=COST Wj + ISIN Wj = 
== COSY + i sin w, with the corresponding in ws, we may 
derive: 

3) cos (dw, +- wo) == COS TW, COS ÌWg — Sin tw, Sin Ì Wa. 
4) sin (Cw, + wo) = sin dw, COS LW + COS TW, SIN Ì Wo. 

Though these formulae seem to correspond to formulae 

of algebraical substitution, the resemblance is only a formal 


one, as according to the formulae of algebraical substitution 
we would have 


COS tre oh Wsande HEIN LW DEN 
whereas in the above conception we derive 


5) cosiw — cosy, isiniy — if sin y. 


After introducing these quite different values, the result 
is quite different in the two conceptions. In my conception 
the formulae for the circular functions of the sum and 
difference of purely imaginary angles perfectly correspond 
to those of the sum and the difference of real angles. 
From (3) and (4) we obtain 


cos2iwy —= cos? iw — sin? dw, sin 2ip —=2siniw cos dy. 
Substituting cosiw == cos w and siniw == on Sins 

—= — iil sinw, we find from these 

AEG) cos 2iw —= COS W — sin? w — COS 2 y. 

TJNEESin A rn B sin wp COS wp — — ijf sin 2 wp. 


So the formulae in our conception prove to be consistent. 
For complex angles the formulae are given in (1) and (2). 
They do not at all correspond, not even in appearance, 
with the formulae of algebraical substitution. Whereas 
these have no trigonometrical signification, the formulae in 
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our conception admit of a geometrical interpretation. The 
formulae of trigonometry appear as particular causes of 
them. 

In the calculus of quaternions proper the commutativety 
of multiplication must be abandoned, reason why they 
cannot be admitted in ordinary or general arithmetics. This 
is not the case in the system of the above imaginaries. 
Therefore they may be considered as an extension of ordi- 
nary algebra into space. 

The analysts Weierstrass and Dedekind have shown 
(Göttinger Nachrichten 1884, 1885, 1887) that systems 
which follow the ordinary algebraical rules as to the four 
fundamental operations, must moreover satisfy several con- 
ditions in order to be admitted in general arithmetics. To 


„derive these conditions wants large space. Summarily 


they are that some determinants, depending upon rela- 
tions between the units, shall not vanish. If they 
might vanish there would be equations admitting of an 
infinite number of roots. If the determinants do not 
vanish, the latter circumstance can only present itself in 
the very particular case of equations of which all the 
coefficients belong to what is called the same partial system 
of units. They prove that on condition that the deter- 
minants above mentioned do not vanish, any quantity in 
the complete system is always built of quantities in 
partial systems of one or two units. Indeed in our system 
such partial systems are 


fi == a (1 Hú) + bi — ), and fy =e (1 — úl) Hd (i + ). 
By a proper choice of a, b, c and d, fi + f, may re- 
present any quantity in the complete system 


Ee 
A second quantity in the system of f, being 
frt=al(l Hil) 4 bi (i—), 
an other in the system of fz being 


for = el (1 — úl) HAL + ü), 


‚any quantity derived by means of the four fundamental 


operations from quantities in fl, viz. 


AEN EAN AAL De 
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will be a quantity in the same partial system f/, and 


kowise. f,atrefo onl tet bele an will all be quan- 
tities in the partial system f,. This depends upon the fact, 
that 


(Lill) GA) = 2 OH), GH) == 2 (l—ü), 
(1 — Hú)? —= 2 (1 — id), (1 + úl) 6 — ) =2 (i—), 
== 2 (lid), (l Hit) —=2 (1 Hi), 

Moreover we have the relations 

(LH di) A — ii) =0, (l + üd) 6 + Ù) =O, 
(Ll — ü) GG —) —=0, GH) 6 — ) —=0. 
Now multiplying or dividing two arbitrary quantities in 


the general system, as which may be considered f, + fa, 
fi Hf, it follows from the latter set of relations that 


Ape lala fi) mri tp: </ iËn and & LE! Vn 


We may conclude that the fundamental operations upon 
quantities in the general system may be effected by ope- 
rating upon their components in the partial systems sepa- 
rately. An algebraical equation of which the coefficients 
are all quantities in the same partial system must of 
course vanish for all values of the argument, as far as 
these values are quantities in the other partial system, 
and is therefore satisfied by an infinite number of roots. 
Any quantity in a partial system is called by Weierstrass 
„divisor of zero”. Weierstrass shows that, if all partial 
systems contain two units, every equation has real solu- 
tions in the system. 

We must conclude from the preceding, that the system 
of units 1, d, @% and ú satisfies every condition for being 
admitted in general arithmetics. 

About the signification of the admission of systems with 
more than two units, Weierstrass and Dedekind were not 
of the same opinion. As they had no such system at hand, 
their notion of it was purely abstract. The researches of 
Weierstrass upon the subject were occasioned by a remark 
of Gauss, who seems to have been of opinion that such 
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systems could not be admitted and meant to explain why 
in a later work. According to Weierstrass, Gauss has con- 
sidered probably as an unsurmountable impediment that in 
such systems a product may vanish, though none of the 
factors does. In this however, Weierstrass saw only an 
analogon to the fact that in ordinary arithmetics an alge- 
braical equation has an infinite number of roots, in the 
case that all coefficients are equal to zero. Weierstrass 
concluded that nevertheless such systems could be admitted 
when satisfying the conditions referred to above, but 
that their introduction would be useless by reason of their 
reducibility into partial systems, so that all results obtained 
by their introduction would be derivable from operations 
upon systems of two units. Dedekind was of opinion 
that they were neither forbidden nor useless, but that 
they missed the character of being new. In his opinion, 
the ordinary many-valued numbers, since long time generally 
introduced in algebra, should be identical with the quan- 
tities which satisfy the conditions derived by Weierstrass. 
For instance 


Esten ek ner == ren Ae, =P Jerrol, 
in which 7 may be any root of the equation of circle- 
division 
red rs dri drstrtrtl=0, 


taken as units, satisfy all conditions, but they are not at 
all to be considered as new. Now Dedekind supposes that simi- 
lar considerations were the real cause, why Gauss in their 
introduction did not see a new fact. From the existence 


of the system 1, 7, ij? and #7? must be concluded that a 
system exists with a character different from that sup- 
posed by Dedekind, the units being vectors in space, 
though the system be reducible. 

The fact that the fundamental operations upon quan- 
tities in the complete system will dissolve into the same 
operations upon the components in the partial systems 
implies that an algebraical equation is likewise dissolved in 
as many equations as there are partial systems. If n is 
the degree of the equation then according to the algebraical 
theory of two units in the case that there are partial 
systems with two units each, everyone of these equa- 
tions is satisfied by # values in its own partial system. 
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For taking as units ss jg 
Ake td — 8’, we have a? —= — B, «2 —= — B', so that the 


2 


relations between the units in every partial system are 
the same as that between % and 1 in the ordinary alge- 
braical theory of two units. In our case of two such par- 
tial systems we may combine the » roots of the one with 
the #” roots of the other into quantities of the complete 
system, so that we obtain #? combinations satisfying the 
complete equation, a result obtained by Weierstrass. 


Where in eff® the multiplication of ii may not be 
executed, we have to answer the question what is to be 
considered as the logarithm of the expression. In the 


plane of # we may define the logarithm of e® as the inte- 
gral of Ze taken from z=—=1 to z=—= ef? along a path round 


the singular point, corresponding to 2 == 0. For this pur- 
pose we have to put z —= ef”, consequently de—=iei® dg. 
In this manner we obtain J.ef® = ig. When we have to 
determine the logarithm of e?t®, which must be in the 
plane of iÌ, we operate in an analogous manner. According 
to the rules of differentiation which we derive from 
city — cos w + iÎ sin wp, we have from 2 == tie, 


ele 7 RRD . e 
ü(v+5 KEREN hd gt gn 


dz=e ì 


Therefore I 2 es | id w. Taking the integral from w == 0 
and w — w we find the value of Le't® to be ièv. 


TL 


2 


VALT 
1, -andebot sk 


Substituting the values of l. j = a 


for a in the series 


29 
2 5 9)? 9 03 
ATi Prat ee Gap SE lm 
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we obtain 
2o ves af 


ee ‚. Wirt 
7 =COSPp + {singp, and likewise ( ) U == COSW HL sin y, 


proving the definition of the logarithm to be consistent 
he 
with the value attributed to (5) ee 


The usual definition of the logarithm as the inverse 
to the exponential function is not consistent with this 
result. On the contrary we have to accept as a real for- 


mula Zi) —= ze The formula l.() —= ili = — 5 can- 
not be accepted from the point of view of my thesis, from 


2e 
which on the contrary, all expressions % ‚ being square- 


roots of — 1, have the 5 fold of themselves as their loga- 
rithm, in the same manner as this is the case for 4. 


ii md iet 
EON A 2 cannot be concluded e =e , ag 
Üte 
is not a real but a sym- 
dw 


we must bear in mind that e° 


Ip 


bolical formula only. Writing the expressions e” and e 


2p ‚\2w 
en nd lemen, 
in the forms 4 ” and G ) 7”, we avoid such suggestions. 


If in this algebraical theory in space we have to aban- 
don some current relations concerning the substitution of 
imaginary and complex quantities for real ones, this how- 
ever does not signify any real loss. Though by the sub- 

2 
stitution of {w instead of p in # 7 we do not obtain the 
same result as by the same substitution in the series for 
COS p +- isin gp, viz. 
p2 vt pe es, p3 y5 p7 
Ì ben PST PRET se). 


the substitution of jw for p in this series does not lose 
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its signification. After all, the only use made of formulae 
resulting from this substitution is in algebraical transfor- 
mation. Instead of saying that if cosp satisfies the alge- 
braical conditions of a problem cos (p + jw) will satisfy also, 
we might for avoiding confusion say that if cos p satisfies, 
then likewise cos pch w + isin p sh w will do so. Considered 
from this point of view, this substitution obtains a much 
wider signification. For it does not hold good only for 
ordinary complex quantities, but even for all built of 
units, related in the same manner as { and 1. As we have 


already seen, such units are 4 (1 + úl) and 4(ú — ù), and 
likewise 4(1 —i) and 4 (4 4 #). 

Therefore if cosp satisfies the algebraical’ conditions of 
a problem, then in these systems 


4 (L + dl) cos pech w + 4 (Ì — Ù) sin p sh w and 
4 (1 — ij) cos pech w +4 (ù + ) sin p sh w, 
will satisfy also and even in the complete system combi- 


nations of these two solutions. The same may be said of 
sing. If shg satisfies, also 


EL üÖ) eh p eos w Hb (d — il) sh p sin w will satisfy, etc. 


By such substitutjons and combination of the results we 
obtain quaternion- and vector- from scalar-solutions. 


According to the principles of my thesis, as we saw already, 

É ‘ 2 
Lift! ip iw. But if ip or l.i » satisfies the alge- 
braical conditions of a problem, we cannot say that 


2 J 
—__(p + 1W) ’ 
ie SON ip + Äp will satisfy them; but only ig — w 


will do so. But we will find 4 (i—ú) p — 4 (1 Hú) w, as 
well as 4 (Ì + i) p — 4 (l —úil) wp to satisfy also. 


If by L.x, then the problem will be satisfied also by 
what is obtained from the substitution of w + iv for © in 


f rme Vv 
the series corresponding to /. z, viz. l. Vu? + v? + arc tan 7 


as well as by 


ejgiee ü) 1. Vu? st b(d— ië) arc tan = 
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Upon closer examination the system 1, 4, @ and i% proves 
not entirely new. It has already been made use of in 
geometry. Upon it is founded what is called „bicomplex”’ 
geometry. (See Encyclopaedie der Mathematischen Wissen- 


schaften III I page 249). Only instead of i® has been used 7 
and, as far as I know, the units were not related to direc- 
tions in space. 


Overveen near Haarlem. Drei PEER: 


Nieuw verschenen werken.” 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgave van J. B. Wolters, Groningen. 


Dr. A. D. VAN DER HARST. Leerboek der Planimetrie, 
ten dienste van H. B. scholen, gymnasia, kweek-, nor- 


maalscholen en andere inrichtingen van onderwijs. 2e druk. 
1908. f 1.25. 


Uitgave van H. A. M. Roelants, Schiedam. 


FP. J. VAES. Leerboek der Werktuigkunde, ten gebruike 
aan hoogere burgerscholen en inrichtingen voor technisch 
onderwijs, en voor zelfstudie. Deel A. 1909. f 1.40. 


Uitgave van Gauthier- Villars, Paris. 


R. D'ADHEMAR. Exercises et Lecons d’Analyse. Quadra- 
tures, Equations différentielles, Equations intégrales de 
M. Fredholm et de M. Volterra. Equations aux dérivées 
partielles du second ordre. 1908. 6 frs. 


Cr. ANDRE. Les planétes et leur origine. 1909. 10 frs. 


1) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Uitgave van P. Visser Azn., Haarlem. 


Mededeelingen en Opmerkingen omtrent akte-evamens voor 
Wiskunde, enz., gevolgd door een uittreksel uit de 
daarop betrekking hebbende wetten. 1909. 


Uitgave van G.J. Göschen , Leipzig. 


Dr. HEINRICH WIELEITNER. Spezielle Ebene Kurven. 
Sammlung Schubert LIV. 1908. 12 M. 


Prof. A. ADLER. Fûnfstellige Logarithmen. Mit mehreren 
graphischen Rechentafeln und häufig vorkommenden 
Zahlwerten. 1909. 0.80 M. 


Uitgaven van P. Noordhoff, Groningen. 


W. H. WISSELINK. Kern van de theorie der rekenkunde. 
le stukje. 6e gewijzigde druk. 1908. f 0.50 


— —, Tweede Verzameling van rekenkundige vraagstukken. 
lle, gewijzigde druk. 1909. f 0.25. 


—_—, Kern van de Algebra. 5e herziene druk. 1909. f 0.50. 


—_—, Vraagstukken ter oefening in de algebra. le stukje. 
15e, verbeterde druk. 1908. f 0.50. 
Idem. 8e stukje. Ze, verbeterde drunk. 1908. f 0.50 


— _—, Natuurkundige vraagstukken. 2e stukje. 6e, ver- 
beterde druk. 1908. f 0.40. 


— —, Een en ander uit de praktijk. le stukje. 1909. 4e, 
verbeterde druk. f 0.30. 
2e stukje. 3e, verbeterde druk f 0.30. 


P. WIJDENES en Dr. D. DE LANGE. Leerboek der Al- 
gebra. Deel III. 1909. f 1.00, gec. f 1.10. 


— —, Antwoorden behoorende bij idem. Deel I. 1908. f 0.25. 
Deel IT. 1909. f 0.25. 


161 


Vit de Theorie der Algebraïsche Vergelijkingen 


DOOR 


K. BES (Tilburg). 


(Vervolg van blz. 181, 4en jaargang). 
IV. De vergelijkingen: 


(aj + P4o) U? H- A9 LY J- PAz 12 J- QA3 YZ =O, (123) 
(by + mba) 2? + qbz vy + Pbz va + qbzyz=0, 
hebben de wortelstelsels 

RN 0 Wille (A maal, 

DN — Wille 0) (lemaal, 
en verder nog een wortelstelsel, waarbij x, y en 2 van 
nul verschillen. 

De eindvergelijkingen voldoen aan de kenmerken in de 
voorgaande paragraaf vermeld, wat hun aantal termen en 
wat hun graad betreft. 


Ze zijn de volgende: 


pee | ce Be OO Pe Wc OO + P dp as 2} 0 
bi bof“ 1D b3 bj bz lb: + ba bz 
zel d D ud ESS 13 2 |=0, …(124). 
Oy +-P ds 03 Uig A3 EÂ 
abend b3 salt vj 


5. Asymptotische of Oneindige Wortelstelsels bij twee 
miet-homogene Vergelijkingen met twee Onbekenden. 


S 100. Hetgeen in dit hoofdstuk met betrekking tot de 
wortelstelsels van twee homogene vergelijkingen met drie 
onbekenden gezegd is, geldt ook voor de wortelstelsels van 
twee niet-homogene hoogere-machtsvergelijkingen met twee 
onbekenden. 

Eene niet-homogene vergelijking van den n-te2 graad met 
twee onbekenden wordt verkregen door eene homogene 

Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang 11 
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vergelijking van den #-ten graad met drie onbekenden te 
deelen door de #-te macht van een der onbekenden en de 
quotienten van de twee overige onbekenden gedeeld door 
de eerste tot nieuwe onbekenden aan te nemen. 

Omgekeerd gaat eene niet-homogene vergelijking van den 
n-den graad met twee onbekenden over in eene homogene 
vergelijking met drie onbekenden door haar te vermenig- 
vuldigen met de „-te macht van eene onbepaalde grootheid 
(homogeniteitsfactor) en tot nieuwe onbekenden aan te 
nemen deze onbepaalde grootheid zelf, alsmede de producten 
dezer grootheid met de overige onbekenden. 

In het algemeen kan men bij twee homogene verge- 
lijkingen iedere onbekende tot homogeniteitsfactor aannemen. 
Slechts in één geval geeft dit aanleiding tot moeilijkheden, 
n.l. wanneer de homogene vergelijkingen gemeenschappelijke 
wortelstelsels hebben, waarbij de waarde nul toekomt aan 
de als homogeniteitsfactor aangenomen onbekende. Uit deze 
soort wortelstelsels der homogene vergelijkingen vloeien 
geen wortelstelsels voort voor de niet-homogene vergelij- 
kingen, waaruit de eerste zijn afgeleid. 

Met het oog op de niet-homogene vergelijkingen heeft 
men deze wortelstelsels asymptotische wortelstelsels of onein- 
dige wortelstelsels genoemd. 

Uit de voorgaande beschouwingen vloeit nu de volgende 
stelling voort: 


Twee onafhankelijke niet-homogene vergelijkingen van de 
graden n en me hebben mn gemeenschappelijke wortelstelsels, 
mits men de asymptotische of oneindige wortelstelsels meêtelt. 
Deze wortelstelsels zijn in het algemeen niet onafhankelijk 
— 1 


van elkaar, maar, als n > Mm en M >Z is, zijn ( 9 


dezer wortelstelsels door de overige bepaald. 


S 101. Bij vele vraagstukken is het voldoende te weten, 
hoeveel eindige gemeenschappelijke wortelstelsels twee 
hoogere-machtsvergelijkingen met twee onbekenden in het 
geheel hebben. 

Het geheele aantal gemeenschappelijke wortelstelsels van 
twee niet-homogene vergelijkingen van de graden ” en 
met twee onbekenden is mx, de oneindige wortelstelsels 
daaronder begrepen. Door dit aantal te verminderen met 
dat der oneindige wortelstelsels, verkrijgt men het aantal 
eindige wortelstelsels. 
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De drieledige vraag dringt zich nu aan qns op, of het 
mogelijk is te bepalen: 

1. of de gegeven vergelijkingen oneindige wortelstelsels 
hebben, 

2. welke deze wortelstelsels zijn, 

8. hoeveel maal ieder dezer wortelstelsels als een wortel- 
stelsel voor de gegeven vergelijkingen moet worden be- 
schouwd. 

Ten einde deze vraag te beantwoorden, maakt men de 
gegeven vergelijkingen homogeen en stelt vervolgens den 
ingevoerden homogeniteitsfactor gelijk aan nul. Hierdoor 
gaan de vergelijkingen over in twee homogene verge- 
lijkingen van de graden ” en m met twee onbekenden. 
De eerste leden van deze vergelijkingen worden gevormd 
door de termen van den hoogsten graad, welke in de twee 
gegeven niet-homogene vergelijkingen voorkomen. 

Laat ons nu de twee gegeven vergelijkingen tusschen 
x en y van de graden ” en me, nadat ze homogeen ge- 
maakt zijn, rangschikken naar de opklimmende machten 
van den ingevoerden homogeniteitsfactor 2; hierdoor ver- 
krijgt men de vergelijkingen : 

Pa @,9) + ZL Pri (WY) + PB Pn—e (2,4) H.H 
+ Api (w,9) +20 = 0, 
Wm (&, 4) + 2 Wm (L, 9) HP me (WY) H.H 
JAT @,Y) +2" = 0, 
waarin de symbolen p en w homogene functiën van x en 
y voorstellen, wier graad wordt aangewezen door den 
index aan den voet van het symbool. 


Men moet nu in de eerste plaats onderzoeken of de ver- 
gelijkingen : 


(125), 


Dy) =O, EE Rates Wader wderie(126) 

Van (z, 4) — 0, 
gemeenschappelijke wortelstelsels hebben. 

Daartoe bepaalt men den resultant dezer vergelijkingen. 

Is genoemde resultant niet gelijk aan nul, dan hebben 
de gegeven niet-homogene vergelijkingen geen oneindige 
wortelstelsels. Het aantal eindige wortelstelsels is dan ge- 
lijk aan mn. 

In het geval, dat de resultant der vergelijkingen (126) 
gelijk aan nul is, verschaft het verhandelde in hoofdstuk 
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IV, S 71 en vervolgens, het middel de gemeenschappelijke 
wortelstelsels dezer vergelijkingen te bepalen. 

Laat nu » = #1, y —= yj een wortelstelsel van de ver- 
gelijkingen (126) zijn, dan is dit dus een asymptotisch of 
oneindig wortelstelsel voor de gegeven vergelijkingen, ter- 
wijl » = 4, 9 =Y, 2 == 0 een wortelstelsel is van de 
vergelijkingen (125). De vraag is nu, hoeveel maal moet 
dit als wortelstelsel voor deze vergelijkingen worden aan- 
gemerkt. 

Ten einde deze vraag te beantwoorden, elimineert men 
tusschen de vergelijkingen (125) den ingevoerden homo- 
geniteitsfactor 2, waardoor men eene homogene vergelijking 
verkrijgt tusschen z en y,‚ welke de eindvergelijking tus- 
schen deze onbekenden voor de vergelijkingen (125) voor- 
stelt. Deze vergelijking bevat den factor zy; — y&, minstens 
eenmaal. 

Het aantal malen, dat zy, — ye, in deze vergelijking 
als factor voorkomt, bepaalt hoeveelmaal # = 4, 4 — 4 
als asymptotisch of oneindig wortelstelsel voor de gegeven 
vergelijkingen moet worden beschouwd. 

De eliminatie van e tusschen de vergelijkingen (125) kan 
op twee wijzen geschieden: 

1. door de eindvergelijking tusschen x en y op te stellen 
volgens de methode vermeld in S$ 88; 

2. door den resultant dezer vergelijkingen op te stellen 
in den vorm van een determinant van de m + n-le orde, 
volgens de methode vermeld in S$ 75. 

Past men de laatste methode toe, welke in dit geval 
veelal de voorkeur verdient, dan is het aan te bevelen 
uit de functiën p„(&,4y) en wa (w,y), alsmede uit de overige 
functiën p en w, die in de vergelijkingen (125) voorkomen, 
zooveel maal den factor zy, — ya, af te zonderen als 
mogelijk is. 

Hebben de vergelijkingen (126) nog een ander gemeen- 
schappelijk wortelstelsel, bijv.  = 29, 4 == 49, dan geeft 
weder het aantal malen, dat de factor ys — y% in de 
homogene eindvergelijking tusschen x en y voorkomt, te 
kennen hoeveel maal dit wortelstelsel als asymptotisch 
wortelstelsel voor de gegeven vergelijkingen optreedt. 

Op dezelfde wijze gaat men te werk met de overige ge- 
meenschappelijke wortelstelsels der vergelijkingen (126). 

Het aantal eindige wortelstelsels der gegeven vergelijkin- 
gen is ten slotte gelijk aan nn, verminderd met het 
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aantal op deze wijze gevonden asymptotische wortelstelsels. 

De bijzonderheid kan zich hierbij voordoen, dat de graad 
der homogene vergelijking tusschen de twee onbekenden, 
die in de gegeven vergelijkingen voorkomen, lager is dan 
het product hunner graadgetallen. Dit wijst op het aan- 
wezig zijn van wortelstelsels, waarvan beide elementen 
gelijk aan nul zijn, of op het bestaan van wortelstelsels, 
waar verschillende waarden van den in te voeren homo- 
geniteitsfactor beantwoorden aan dezelfde waarden der twee 
onbekenden, die in de gegeven vergelijkingen voorkomen. 

S 102. Ter toelichting van het verhandelde in de vorige 
paragraaf dienen de volgende voorbeelden. 


I. De vergelijkingen: 
2 —= 
an en nis MERV EN N17) 
baty? + bon + bz = 0, 
hebben in het geheel 3 X 4 = 12 wortelstelsels. 
Aan de vergelijkingen 
2 —= 
ER Cee AP 198) 
xy? tie 0, 
wordt voldaan door 
en ar Will, 
Ben Wille s Us==0, 


De homogene eindvergelijking tusschen # en y neemt nu 
de volgende gedaante aan: 


a vy? AX _ 03 
ay? Aon d3 
ay? dat 03 
ay vy? dbs Oan Oee (Lee). 
bj v2y? box bs 
bj xy? box bz 
bx2y? bx b3 


Deze laat zich gemakkelijk herleiden tot: 
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aj agt* ast? 
dy A9x* _d3 
on y” dz 4 
z*yt dy? dg : 0 | SOMEREN 
by box* bs 
bi ba bz 
Dy? pane 
of bij verkorting tot 
ciyt (Pat J- Or? L Ry) == 0e 
waarin P, Q en R de volgende beteekenis hebben: 
ie ed 


Lenk 13 en 1 een 2,7 
Q nn Az As zi 010 (As A3) oi a3b, Az dab, Ass 
9,5 5, 
zer a boA ss aje bi boAii, 


De hierin voorkomende symbolen stellen determinanten 
voor, ontleend aan den assemblant (180). 

Uit de vergelijking (181) leidt men af,‚ dat elk der twee 
asymptotische wortelstelsels viermaal voorkomt, zoodat de 
gegeven vergelijkingen in het geheel 4 eindige wortelstelsels 
hebben. Deze laatste zijn zoodanig, dat aan iedere waarde 
van x twee waarden van y beantwoorden. Dit is tevens 
de reden, waarom de vergelijking (181) slechts drie termen 
bevat. 


IL. De vergelijkingen 


Dy — YH bi + bj = 0, 
hebben in het geheel 3 X 4 —= 12 wortelstelsels. 
De asymptotische wortelstelsels voldoen aan: 
Len, meid 
@— pay 0, 


Deze zijn dus: 
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1. 2 = 0, y = will; 
2. == will, y = 0; 
TE 


De homogene eindvergelijking tusschen x en y verkrijgt 
den volgenden vorm: 
BUG TY (ATS fe Bay Fr Cyd 
+ Dry + Eyb = 0. . . (1384), 
waaruit blijkt, dat het eerste asymptotische wortelstelsel 
viermaal voldoet en de beide andere ieder tweemaal, zoo- 
dat er in het geheel 4 eindige wortelstelsels bestaan. 


VRAAGSTUKKEN. 


1. De eind vergelijkingen te bepalen, die behooren bij het 
stelsel vergelijkingen: 
ar LS Has? y + az 2e Hay CY? + A5 TY2 + ag HEP H- 
dy Hg V Er Ip YP Ao 0, 
bi LH boy + bz = 0. 
2. De betrekking van afhankelijkheid te AoA welke 
bestaat tusschen de vergelijkingen: 
22 H5ry— Bred Syt —7 ye — 2022 —=0, 
202 — vyd Iz Byrd yz H 1022 —=0, 
en hieruit af te leiden den grootsten gemeenen deeler der 
functiën, die de eerste leden dezer vergelijkingen vormen. 
3. Twee hoogere-machtsvergelijkingen van den derden 
graad met twee onbekenden hebben 8 verschillende wortel- 
stelsels #, yx (k van 1 tot 8). 
Men vraagt te bewijzen, dat het negende wortelstelsel 
bepaald wordt door de vergelijkingen : 


Ny Ng omen mkd Ng Lg Kn Ui Yo en eee od Ys Yg 
Xs Xr9 X710 X13 Xie X110 
Xro Krio + Xso Xgo Xie Xirro + X36 X3,10 
X710 Xs,10 X 9,10 X1,10 _X8,10 X610 
1 
Xi X1,4 X17 


Xa Xi iT Xo4 X 27 
X1,7 X27 Xan 
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waarin de symbolen Xyp, enz. de determinanten der hoogste 
orde voorstellen, bevat in den assemblant: 
3 2 2 2 3 2 
Li LA A Ir Li 
C° xy 2 L y2 L y x y3 y2 
2 2 2 Ze 2/2 2 2 2 2 Ĳ Ys 
8 2 2 2 8 2 
Ls Hg Lg Latz Lag LUz Ya Y3 Vz 
3 2 2 2 3 2 
Li Vg Lr VEEG Vs Ir SOR 
3 2 Pe je 3 2 
Ds Vol Viets West 5 Ie EN 
5 2 2 2 3 2 
Le Vele Ve Vole Leto Le Ie Ye Ve 
3 2 2 2 3 2 
Lr Vh U LI LI, DG OH Ya Hi 
3 ze 2 2 3 2 
Ls Velg La HVotg Late Wo Yz Ya Iz 


mh sh Tp end mieke jd 


4. De eindvergelijkingen te bepalen, die voortvloeien uit 
het stelsel vergelijkingen: 
u yzt 22 =0, 
zi yt + y2s Ji == 0. 
5. De eindvergelijkingen op te stellen, die voortvloeien 
uit de vergelijkingen: 
nye 222=0, 
yd yda=0, 
en de wortelstelsels dezer vergelijkingen te bepalen. 
6. De eindvergelijkingen te bepalen, die voorvloeien uit 
de vergelijkingen: 
Dy J- 2xz — 322 == 0, 
LSYS — HZI J 42Ö —= 0, 
en de reden aan te geven, waarom deze slechts vier termen 
bevatten. 
7. Het aantal eindige en het aantal asymptotische wortel- 
stelsels te bepalen, die voldoen aan de vergelijkingen: 
a Uy Hat J dz =0, 
b, 2*YS + bar + bz = 0. 
8. De homogene vergelijking tusschen x en y te bepalen 
uit de vergelijkingen : 
xe — Wy —ys=0, 
ys dyt=0, 
en de reden aan te geven, waarom deze van den zesden 
graad is en slechts uit vier termen bestaat. 


169 


9. Het aantal eindige en het aantal asymptotische wor- 
telstelsels te bepalen der vergelijkingen: 


LE — Zy —y=0, 
Ty ty 10. 
10. Evenzoo voor de vergelijkingen : 
Hi — Dry —y=0, 
NE tt 0; 
11. Hetzelfde te doen voor de vergelijkingen: 
nt Ary? =0, 
UYL HY =0, 
en de reden aan te geven, waarom de homogene verge- 
lijking tusschen © en y van den vijfden graad is. 
12. Evenzoo voor de vergelijkingen: 
Ly — 22 —y2=0, 
Yr tyY=0. 


BORRE DIS ALMI TE 
Drie homogene Vergelijkingen met drie Onbekenden. 


1. Bepaling van den Resultant. 


S 103. Om voor drie homogene vergelijkingen met drie 
onbekenden de gemeenschappelijke wortelstelsels, als ze 
bestaan, te bepalen, kan men op dezelfde wijze te werk 
gaan, als bij twee homogene vergelijkingen met drie onbe- 
kenden is geschied. 

Zijn de gegeven vergelijkingen achtereenvolgens van de 
graden ”,m en !, waarbij » Ee m Di zoo is n de klein- 
ste waarde, die men nemen kan voor den graad der ver- 
gelijkingen, welke men als lineaire kan behandelen. 

Zelfs voor deze kleinste waarde van k zijn de ver- 
gelijkingen, die men verkrijgt, dikwijls nog door lineaire 
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betrekkingen verbonden, zonder dat dit is toe te schrijven 
aan de bijzondere waarden, die de coëfficienten der ver- 
gelijkingen hebben. Dit is het geval, als n > m + 4 — Ìl 
is; de lineaire vergelijkingen, die uit de tweede en de 
derde vergelijking voortvloeien, zijn alsdan verbonden door 
lié me 5 l + â) lineaire betrekkingen. 

Voor waarden van Kk > n + m— l zijn de lineaire 
vergelijkingen, die men verkrijgt, door drieërlei lineaire be- 
trekkingen verbonden, nl: 

l. De vergelijkingen, die uit de tweede en de derde 
vergelijking voortvloeien, door 8 akin F ke 2) lineaire 
betrekkingen ; 


2. De vergelijkingen „die uit de eerste en de derde ver- 


gelijking voortvloeien, door (& iel Gig é lineaire _ 


2 
betrekkingen ; 


8. De vergelijkingen, die uit de eerste en de tweede 


vergelijking voortvloeien, door (E revel 9 m â) lineaire 
betrekkingen. 


Neemt men k > n + m + l — 1, dan zijn de genoemde 
lineaire betrekkingen weder door mie fn RE 


lineaire betrekkingen verbonden, welke onafhankelijk zijn 
van elkaar. 


Dit is het meest algemeene geval. 


S 104. Ten einde hiervan een voorbeeld te geven, wordt 
n=2, ml en l=—=1l genomen. De gegeven vergelijkin- 
gen zijn dan: 

a 2 Haay Hag eday? Hasye Ha =0, 
bieb J-bae=O rn B dt dere (135). 
Cy% el Cay a C32 Tr 0, 

Neemt men nu k=—=4, dan verkrijgt men een stelsel 

van 26 lineaire homogene vergelijkingen met 15 onbe- 


kenden, voorgesteld door de rijen van den volgenden 
assemblant : 


EL 


A Ag Az dy A5 Ag 
U Agdz Ay A5 Ag 
Uy Ag dz 47 A5 475 


Qi Az A3 A4 Us de 

Qi Aa ds A4 A5 Ag 

Qi Ag Q3 Uy A5 Q6 
bi ba b3 
bi babs 
bi . babs 
bi Da Ds 
b; ba bz 
bi ba b3 
bi Da D3 
ore 140). 
bi Da Ds 

b, ba Ds 

bi ba D3 
ERE Oe 
Ei \65Cs 
ie 
Ci Ca0n 
Ci Co Ok 
Ci Ca Ca 
Ci Ca C3 
C4 GC 03 

Ci 0aibs 

Ci Ch 


De rijen van dezen assemblant zijn weder door 12 lineaire 
betrekkingen verbonden, wier coëfficienten bevat zijn in 
de kolommen van den assemblefht: 


=C1 bi 
=C9 =C4 Da by 
=C3 -C1 03 b; 
=03 bs 
=C3 =0a D3 Dg 
-C3 Ds 
Ci A4 
Ca Ci -dg =d 
5 Ci -d3 -A4 
Ca Cy -Q4 -Ag 
Ó5 06 Ci -A5-U3 -Ag 
Cs Ci -A6 _ -d3 
Ca -Q4 AL 
C3 Cz "U5 "A4 
C3 Cz A6 -U5 
Cz "06 
-01 Oy 
-bs -by Aa A 
-D3 -b, 3 Uy 
-Da -b, Uy Ag 
-b3 -Do -b, Us A3 Ag 
-D3 =D % A3 
-bg U 
-D3 -0o d5 A4 
-b3 -Dp de A5 
-D3 A6 


terwijl de kolommen van dezen assemblant weder door eene 
lineaire betrekking verbonden zijn, wier coëfficienten bevat 
zijn in de rij: 

| % A2 Az A4 As Ao bi bj bz C Ca Cz |--(138). 


Had men k=5 genomen, dan zou de assemblant (136) 
bestaan hebben uit 40 rijen en 21 kolommen, de assemblant 
(187) uit 40 rijen en 22 kolommen en de assemblant (188) 


v 


Le) 
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uit 8 rijen en 22 kolommen, terwijl door aanschouwing 
van laatstgenoemden assemblant onmiddellijk zou blijken, 
dat zijne drie rijen onafhankelijk van elkaar zijn. 

S 105. In het algemeene geval, waarin de gegeven ver- 
gelijkingen van de graden », m en 4 zijn, waarbij 


n > m2 U, verkrijgt men voor iedere waarde van k, die 


niet kleiner is dan ” + m + l— 2, een stelsel van v == 
kn 2 k—mt2\. TE A RE 

( 5 |+ ( 5 ) JL ( 5 ) lineaire 

homogene vergelijkingen met v == (ea) onbekenden, 


welke vergelijkingen steeds verbonden zijn door 
—__ (kml? k_n—ld-2 kn md 2 
el) 


lineaire betrekkingen, die op hunne beurt verbonden zijn 


door vj = (+ ne bi nein zl) onafhankelijke lineaire 


betrekkingen. 


Uit de coëfficienten der gegeven vergelijkingen worden 
nu op de in de vorige paragraaf vermelde wijze drie assem- 
blanten gevormd. 

De eerste bestaat uit v onafhankelijke kolommen en uit 
vi, rijen, de tweede bevat v, rijen en v; kolommen en de 
derde v, kolommen en vz onafhankelijke rijen. 

De determinanten der hoogste orde, bevat in den derden 
assemblant, zijn onderling ondeelbaar. Dit is gemakkelijk 
te zien. 

Laat ons nu uit dezen assemblant een determinant (Ds) 
der hoogste orde, die niet identiek nul is, naar willekeur 
nemen en uit den tweeden assemblant die kolommen weg- 
laten, wier ranggetal overeenstemt met de kolommen van 
den determinant, dien men uit den derden assemblant ge- 
nomen heeft, dan gaat de tweede assemblant daardoor over 
in een anderen, die uit », rijen en uit vo — vz kolommen 
bestaat. De determinanten der hoogste orde bevat in dezen 
assemblant zijn, krachtens $ 56, alle deelbaar door Da. 

De nu verkregen tweede assemblant is, krachtens $ 38, 
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supplementair met den eersten assemblant. Tusschen hunne 
supplementaire determinanten bestaat alzoo eene constante 
verhouding. 

Daarna neemt men uit den nu verkregen tweeden assem- 
blant naar willekeur een determinant (Dy) der hoogste 
orde, die niet identiek nul is, dan zal zijn supplementaire 
„determinant (D,) uit den eersten assemblant, krachtens $ 57, 


deelbaar zijn door De 
Dz 

Men verkrijgt nu steeds hetzelfde quotient, welke deter- 
minanten op de aangegeven wijze uit den tweeden en den 
derden assemblant ook genomen worden. Stelt men dit 
quotient door A voor, dan kan men de vergelijking op- 
stellen: 

D 
dit == D, 5 D. fe enne de Rd 


welke uitdrukt, dat A de grootste gemeene deeler is van 
alle determinanten der hoogste orde, die in den eersten 
assemblant bevat zijn. 

Deze grootste gemeene deeler stelt een vorm voor van 
den graad v — (vg — 2 V3) Of V — 2 Vs + 3 vz, welke 
bij herleiding blijkt yvan den graad nm + nl + ml te zijn. 
Hij blijft onveranderd, welke waarde voor Kk ook genomen 
worde. 

De kleinste waarde, die men hier voor & nemen kan, 
is n + Mm + l — 2. Voor deze waarde van Kk heeft men: 


(139), 


en) ECE CE 
ad dh 
DOEN 


Fram NARE 
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Ss 106. De rijen van den eersten assemblant stellen de 
coëfficienten voor der v, lineaire vergelijkingen, die voor 
eene willekeurige waarde van k uit de gegeven vergelijkin- 
gen voortvloeien. 

Laat men hiervan vy — v3 vergelijkingen weg, die van 
de andere afhankelijk zijn, dan blijven er tusschen de v 
onbekenden v, — va + vz lineaire homogene vergelijkingen 
over, die onafhankelijk kunnen zijn. Dit aantal blijkt bij 
herleiding juist gelijk te zijn aan dat der onbekenden. 

Zal er voor v lineaire homogene vergelijkingen met v 
onbekenden een wortelstelsel bestaan, dan wordt daarvoor 
vereischt, dat de determinant der coëfficienten gelijk aan 
nul is ($ 81). 

Ieder gemeenschappelijk wortelstelsel der drie gegeven 
homogene vergelijkingen levert een wortelstelsel voor elk 
der stelsels lineaire vergelijkingen, die er op de beschreven 
wijze voor de verschillende waarden van Kk uit voort- 
vloeien. Omgekeerd kan uit ieder wortelstelsel der ver- 
kregen lineaire vergelijkingen een wortelstelsel voor de ge- 
geven vergelijkingen worden afgeleid. 

In het geval, dat een der stelsels lineaire OEE 
geen wortelstelsel toelaat, kan ook voor de gegeven ver- 
gelijkingen ‘geen gemeenschappelijk wortelstelsel bestaan. 
Hieruit vloeit de volgende eigenschap voort: 


Opdat drie homogene vergelijkingen van de graden n,‚ m 
en U met drie onbekenden een gemeenschappelijk wortelstelsel 
hebben, wordt vereischt, dat gelijk aan nul zijn alle deter- 
minanten der hoogste orde bevat in de assemblanten der 
coëfficienten van de lineaire vergelijkingen, welke er wit voort- 


vloeien voor de verschillende waarden van Kk En n Jm J- 


af 


S 107. Uit de beschouwingen van S 105 blijkt, dat alle 
determinanten der hoogste orde, die in genoemde eerste 
assemblanten bevat zijn, gelijk aan nul worden, indien 
zulks het geval is met een van hen, die niet identiek nul 
is, en dat dit ook het geval zal zijn met hun grootsten 
gemeenen deeler A. Omgekeerd heeft het nul worden van 
dezen grootsten gemeenen deeler ten gevolge, dat alle deter- 
minanten der hoogste orde, die in genoemde eerste assem- 
blanten bevat zijn, nul worden. 
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De vorm R stelt dus den resultant van het stelsel ver- 
gelijkingen voor. 

Men verkrijgt den resultant op de eenvoudigste wijze 
door k = n + m + l — 2 te nemen. Hij wordt dan 
gevonden als het quotient van twee determinanten, waar- 


d 
van de eerste van de 4 zi B A !) “orde. on deren 


van de (&) J (4) En E) orde is. 

In dit geval verkrijgt men uit de drie gegeven verge- 
lijkingen een stelsel van (2 st !) En (dr 4 ELS (Ph) 
lineaire homogene vergelijkingen, welke verbonden zijn door 


( 4) sie (2) En ( I) onafhankelijke lineaire betrekkingen. 


Het aantal lineaire homogene vergelijkingen, die onafhan- 
kelijk kunnen zijn, is nu 


ml nl nF Mo) __f NS LENS 
r) (PEI) + (747) — (5) — ()=— i) 
en dat der onbekenden ä Et dot) welke aantallen aan 
elkaar gelijk zijn. 


Hieruit vloeit de volgende eigenschap voort: 


De resultant van drie homogene vergelijkingen van de 
graden nn, m en Lt met drie onbekenden, is een vorm van 
den graad nm + NUL + ml, welke verkregen wordt als 
het quotient van twee determinanten, achtereenvolgens van 


de graden a) en (5) 40 4) ik GE 


(Wordt vervolgd). 
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Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


84. Stellingen over het viervlak. 


Van het viervlak ABCD zij Z het zwaartepunt; AB =c, 
CD =c' enz. Als nu (abc) het oppervlak voorstelt van 
een driehoek, welks zijden a,b,c zijn, dan is: 


(a,b,c? + (a,b,c) + (a,b, + (a,b‚o? = 
= (a,b,c? + (a,b,o? + (a,b, 0}? + (a,b, d)?. 
Zij D’ het zwaartepunt van A ABC, dan is: 
AD2 + BD2 + CD2 = 3DD2 + AD2 + BD2 + CD2, 
Als Q een willekeurig punt is, dan geldt de betrekking: 


AQ? + BQ2 J- CQ2 = 422 J- ZA2 + ZB2 + ZC2. 
de Brun. Int. 1908. Question 3441. Q. 


85. Eigenschappen van een koordenvierhoek. 


Als a, b, c‚, d de zijden zijn van een koordenvierhoek op 
afstanden a, 9,7, ò van het middelpunt gelegen dan heeft 
men de betrekkingen: 


ag J- ba =d J dy, ad + da —= by Hef, ay Jca —= bd Hd. . 

Uit deze vergelijkingen volgt, dat er een zekere weder- 
keerigheid bestaan moet tusschen 
deze beide soorten van grootheden. 
Inderdaad volgt uit de figuur, dat 
lo a, Io b, Wo c, t/o d de afstanden 
zijn van het middelpunt van een 
zelfden cirkel tot de zijden van 
een koordenvierhoek met zijden 
Za, 29, 27, 2ò. Beschrijft men 
uit A met den zelfden straal een 
cirkel, dan is MP == 2«, terwijl deze een boog onderspant 
—= / A BM + /£B A M. 2a enz. kunnen dus. in een 
zelfden cirkel een koordenvierhoek vormen. 


Müller. Mathesis 1909. Question d’Exvamen 1407. Q. 
Wiskundig Tijdschrift, 5e Jaargang 12 
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86. Graphische oplossing van een vierdemachtsvergelijking. 


De wortels van zt + ax? + ba? + ex 4 d*=o0 zijn de 
abscissen der snijpunten van de hyperbool zy = d met den 


cirkel #2 + y2 + ax + zUt b=o 


Mocht d2 negatief zijn, dan kan men door alle wortels 
met een zelfde bedrag te vermeerderen tot een vergelijking 
komen, waarin d2 positief is. 

Naar aanleiding van deze oplossing moge de aandacht 
gevestigd worden op het onlangs verschenen werkje Graphic 
algebra door Schultze (London, Macmillan). Daar worden 
ook in plaats van één kromme van den derden of vierden 
graad twee meetkundige plaatsen van een eenvoudiger 
natuur geteekend. Of dit van veel practisch belang is? 


Nanson. Math. Gaz. 1908. Note 261. Q. 


87. Deelbaarheid van x°% +14 PL 341, 


Als m, p, q geheele getallen zijn is deze vorm deelbaar 
door 22 + 4 + 1. 


3p 


Daar x © — 1 deelbaar is door #°— 1, zoo heeft men dus 


Sp 


2” =l + een veelvoud van 22 Jz} 1. Eveneens 


% md J- » »” » ’ 


— U? ek P) » » )) 
Optelling geeft het resultaat. 


Barisien. Bull. de M.E. XIV. Question 2878. Q. 


88. Notas Sobre duas curvas esphericas particulares por 
F. Gomes Teixeira. (Annaes Scientificos da Academia poly- 
techmica de Porto 1909, bl. 28—834). F. G. Teixeira die 
bekend is door zijn werk over kromme lijnen, houdt zich 
bezig met de studie van twee bijzondere bolkrommen. 

De eerste is de bolkettinglijn: de evenwichtsvorm van 
een geliĳjksoortigen, buigbaren en onrekbaren draad, welke 
met twee van zijn punten op het bol-oppervlak bevestigd 
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is, en daarop zonder wrijving glijden kan. Schrijver zoekt 
door middel van gedaanteverandering der elliptische functies 
de uitdrukking van de coördinaten van een punt. Hij ge- 
bruikt daarvoor de functie pu van Weierstrass; Appell 
(Bulletin de la Société Mathématique de France 1884. p. 64) 
had op eene andere wijze deze uitdrukking reeds gevonden. 

De andere krommen zijn doorsneden van een cilinder en 
een bol. De inverse van deze kunnen Spirieken van Perseus 
zijn, als het centrum van inversie op bepaalde wijze ge- 
kozen wordt. Als het cilinderoppervlak door het middelpunt 
van den bol gaat zijn de inversen der cyclo-cilindrische 
doorsneden ovalen van Cassini. In bijzondere gevallen ver- 
krijgt men een hyperbool of een „lemniscaat van Bernouilli”. 
Dit laatste is het geval, als de cilinder raakt aan den bol, 
zoodat de doorsnede een „kromme van Viviani” is. Voor 
eene hyperbolische lemniscaat verkrijgt men eene „Hippo- 
pede van Eudoxus”. 


Chimay. (Belgie.) Dr. J. ROSE. 


89. Voortstuwende kracht en vermogen van schroeven 
voor vliegtoestellen. 


Met voortstuwende kracht wordt bedoeld de kracht, die 
de schroef uitoefent in de richting der lengte-as. Het pro- 
duct van de kracht met de snelheid in de richting der as 
is het voortstuwend vermogen. Het verband tusschen de 
snelheid v en den druk f, dien de schroef uitoefent, werd 
bepaald door een schroef te laten draaien met constante 
hoeksnelheid w in een luchtstroom met snelheid ». Men 


Ev Ond f 0 (1-5). waarin b de druk is tegen een vast 


steunpunt, en a de grootste snelheid, die de schroef zou 
kunnen verkrijgen tengevolge van w en zijn spoed A. Daar 
b—=kw?, waarin k afhangt van de middellijn, van den 
spoed, van het oppervlak, enz., en a —= hw, wordt f == k w? 


(1e): 


Bij elke w is dus een grenswaarde, waarbij f nul wordt. 
Het nuttig vermogen is | 
W=fv=kw?r (rde 
hw h k 
zijnde een parabool voor elke waarde van w. 
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W is maximum als v (hw — v) max. is, dus voor v = 4 hw. 
Noemt men v:hw het rendement van de schroef, dan blijkt 
dit 50°/, te zijn als de voortstuwende kracht maximum is, 
en nul en l voor W =0. 

Het product van W en het rendement By: 


k 
WX Rp =j U? —0) 


is maximum voor v=—=Â hw. De druk is dan # van den 
druk tegen het vaste punt, de voortstuwende kracht & van 
haar max., en het rendement # of 67°/,. 

De schroef wordt tegen woordig zóó berekend, dat ze bij druk 
tegen een vast punt het geheele vermogen van den motor 
verbruikt. Maar omdat de reactie van de lucht op de vleugels 
afneemt bij toenemende v, en dus het weerstandbiedend 
koppel eveneens afneemt, zal de hoeksnelheid toenemen, 
en bij overschrijding van de waarde, die bij het max. ver- 
mogen behoort, zullen breuken kunnen ontstaan. De con- 
structeur behoort niet te trachten naar hooger rendement 
dan 67°/,, maar de afmetingen van de schroef in overeen- 
stemming te brengen met die van het geheel, en moet 
trachten de weerstanden zoo te verminderen, dat de gewone 
snelheid v zoo dicht mogelijk nadert tot # van de grens- 
snelheid Aw. 

In ’t algemeen zal het voordeelig zijn schroeven met 
groote middellijn te nemen, met groote oppervlakken. 
Daardoor vereischt de machine van Wright slechts een 
machine van gering vermogen. 


René Arnoux. Comptes Rendus CXLVIII 1909, No 8, 22 febr. 


90. Sur la statique graphique de l’aéroplane. 


Bij een vliegmachine houden het gewicht P, de voort- 
stuwende kracht F van de schroef, de normale druk N van 
de lucht op het draagvlak, en de tegenstand Q van de 
lucht, elkander in evenwicht, en vormen dus een krachten- 
vierhoek ABCD. "AB =P, BC = FE, CD =S Neen 

Deze is niet geheel willekeurig. Is V de snelheid (richting 
AD), «a de hoek van V met het draagvlak, en onderstelt 
men N =aV?sine, Q =b V?2, dan is, als DH 1 CD getrok- 

CH N a 


ken wordt, tot ze AC in H snijdt: AE TO inn 


ht 
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Om den vierhoek te bepalen zijn dus nog 4 gegevens 
noodig, welke gekozen kunnen worden uit P, F, V, en ? 
(vliegrichting — / DAB — 90°), of wat hetzelfde is, uit: 
Bes Oron 4. 

Trekt men CE //HD tot ze het verlengde van AD in E 


snijdt, zoodat DE —= Q 5 en noemt men de cirkelomtrekken 


die DE, en CH als middellijn en AD tot straal hebben, 
C, CG, en ijs dan heeft men de constructies: 


1 Gegeven P, F, Q. D is snijpunt van GC en CO, 


2 N dl De 8 CG, met AB, 
3 n Bet Onee sl À „ €, met BO, 
4 ö HERO CAN, z 5 on met een be- 


kende verticale lijn. 
Elke constructie geeft 2 oplossingen, en geeft aanleiding tot 
bespreking van voorwaarden van mogelijkheid. Voorbeelden: 
le. De kleinste waarde van % te vinden als de motor 
stil staat, dus F —=0, en C met B samenvalt. H ligt dan 


En 
dn 
helling wordt aangegeven door de raaklijn uit A aan den 
op BH als middellijn beschreven cirkel. 

2e. De kleinste F te vinden voor beweging in ‘horizontale 
richting bij kalm weder. AE is horizontaal. Als V en dus 
Q verandert, dan blijft CO, gelegen tusschen twee vaste 


raaklijnen uit A; de onderste van deze lijnen bepaalt op 
BC het punt C. De zoo gevonden minimumwaarde van E 
hangt af van de richting van F; het voordeeligst is als 
F | AC staat. 

Als b toeneemt, dan nadert D tot C, { en « worden 
grooter, Q vermindert, en daar N=aV?2sin «, moet V 
verminderen. lets dergelijks heeft plaats bij het beschrijven 
van een bocht; het roer vermeerdert door zijn scheeven 
stand den luchtweerstand. Dus moet de toestel dan dalen 
en langzamer bewegen. 

Dit is ook als volgt te verklaren: 

Het toestel drijft een massa lucht M voor zich uit, en 
geeft deze in t sec. een hoeveelheid beweging Mv en een 


tusschen A en B zoodanig, dat BH —= P, en de kleinste 
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arbeidsvermogen 4 Mv?, terwijl tegelijkertijd de schroef een 
kleinere massa lucht m met snelheid V naâAr achteren drukt. 
Wegens gelijkheid van actie en hee is 


DAE d — 


Het arb. verm. 4mV?2, dat de WE aan de lucht geeft, 
en dat door den motor moet worden geleverd is dus 


— of z maal grooter dan noodig is voor de voortbeweging 


van den vliegtoestel. 

Daarom zijn schroeven met groote middellijn en weinig 
omwentelingen te verkiezen boven schroeven met kleine 
middellijn, die snel draaien. 


91. De nieuwe waarde van een karaat. 


Bij den handel in edelgesteenten wordt nog steeds het 
gewicht bepaald in karaten. Een Mark Hollandsch troisch, 
welke een gewicht had van 246 gram, werd verdeeld in 
1200 karaten, zoodat 1 karaat overeenstemt met 0,205 
gram. Van deze karaten is sprake als men zeide, dat de 
Excelsior, tot voor korten tijd de grootste diamant welke 
in 1893 te Jagersfontein gevonden werd, een gewicht had 
van bijna 972 karaat, en dat de Cullinan ongeslepen 3024,75 
karaat woog. 

In Frankrijk zal dit voortaan iets anders zijn; de Kamers 
hebben daar een wet aangenomen, waarbij bepaald werd, 
dat bij transacties in diamant, paarlen en edelgesteenten 
de naam karaat gegeven zal worden aan het dubbele 
decigram. 


92. Elementaire behandeling van een maximum 
en minimum vraagstuk. 


Als x en y positieve getallen zijn, welker som constant 


is, wordt de maximum waarde gevraagd van x%g. 
Bij dit vraagstuk kan met vrucht gebruik gemaakt wor- 
den van de identiteit 


(Leah 8 En Ln) LE 
=l(ntiitnirtl, 
Zij de som van z en y gelijk aan (n + 1) a, waarin a 
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positief is, dan zal aangetoond worden, dat de maximum- 
waarde bereikt is voor # = ny of voor @ —= na en y — 4. 
Beschouwt men den vorm 


nrg EL arg nar oP [n + 1) a — 4] 
welke als x = nat gesteld wordt, overgaat in 
nrar tin tlm HI) +1]. 
Het tweede lid is positief als { positief is, en heeft als 


minimum waarde o voor t — 1. Maar dan is ook x”y 
maximum voor  = ng. 


Op gelijke wijze is aan te toonen, dat zoo ””4 constant 
is, © + y minimum is, voor » == ny. 


Rebuffel. Bull. de M. E‚ XIV. 1909. bl. 101. Q. 
93. Eigenschap van een getal, dat uit negens bestaat. 


Men heeft: 
Oels 9980199992 =S: 99980001, 


zoo zal in ’t algemeen het kwadraat van een getal dat uit 
n negens bestaat bevatten: n— 1 negens, één acht, n — 1 
nullen, en één 1. 

Het getal en zijn kwadraat hebben dus dezelfde som 
der cijfers. 


Barisien, Mathesis 1908, Note 17. Q. 
94, Eigenschap van een driehoek. 
In A ABC zij AM een willekeurige lijn; een rechte even- 


wijdig met deze snijdt de zijden a, b, c in Al, Bi, CL 
Men heeft nu: 


A ABB: A AICC1= A ABB!: A ACC! == BM : MC. 
De gueldre, Mathesis 1908. Question 1409. Q. 


95. Betrekkingen in den driehoek. 


Die 1 + ze ) COS rt 
lo s 
Bull. de M. E. XIV, 1908. Question 2404, 
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2) Twee driehoeken zijn gelijkvormig als de cosinussen 
der hoeken of de sinussen der halve hoeken evenredig zijn. 


Bull. de M. EK, XIV. 1908. Question 2365. 


3) In een willekeurigen driehoek is: 


sin? A + sin? B + sin? C < E 
Zoo de driehoek gelijkzijdig is wordt de eerste som gelijk 
9 
aan 7 
Bull. de M. E. XIV. 1908. Question 2426. Q. 


Boekbespreking. 


M. p'OocaeNe. Calcul graphique et nomographie. Encyclo- 
pédie Scientifique, Bibliothéque de Mathématiques appliquées. 
Paris, Octave Doin. 1908. 5 frs. 


Voor eenige jaren is een omvangrijke uitgave begonnen, 
die ongeveer 1000 boekdeelen zal bevatten, verdeeld over 
40 hoofdafdeelingen. Voor elke afdeeling is een directeur 
aangewezen; een der directeuren heeft de hoofddirectie. De 
Eneyelopédie Scientifique wil een voortzetting zijn van de 
Encyclopédie van voor de revolutie, maar geheel van weten- 
schappelijken aard. 

Door hare inrichting wil ze de voordeelen vereenigen en 
de nadeelen vermijden van de bestaande encyclopedieën, 
die de onderwerpen alphabetisch rangschikken, en van 
groote boekwerken, die een wetenschap in haar vollen 
omvang behandelen. Zij geeft deelen uit van ongeveer 400 
bladz. 80. tegen een vasten prijs van 5 frs. Elk deel be- 
handelt een onderwerp van een der hoofdafdeelingen , zoo- 
danig dat een aantal deelen samen een volledig overzicht 
geven van de geheele hoofdafdeeling. In hoofdzaak zal de 
Enc. geschreven worden par les savants, pour les savants, 
doch elk deel zal worden voorafgegaan door een uiteenzet- 
ting der grondbegrippen voor den beschaafden leek, terwijl 
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elke hoofdafdeeling een boek zal bevatten, dat een alge- 
meen overzicht geeft ten behoeve van den niet-specialiteit. 
Nadat een aantal deelen verschenen zijn, zal een Index 
worden uitgegeven, verwijzend naar boekdeel en bladzijde; 
die inhoudsopgave is dus een dictionnaire, die groeit naar- 
_ mate er meer boeken verschijnen. De hoofdafdeelingen voor 
wiskunde en mechanica hebben tot directeur J. Drach, die 
voor toegepaste wiskunde en mechanica M. d'Ocagne. 

Deze laatste, die vele jaren geleden den grondslag legde 
voor een nieuwen tak van wetenschap: de nomographie 
(zie W. T. len jaargang, bladz. 201), geeft daarvan een 
overzicht in bovenvermeld boekdeel. De voorrede is een 
redevoering, waarmede de voorlezingen over het onderwerp 
aan de Sorbonne zijn geopend; zij geeft het vereischte 
overzicht voor den niet-deskundige. 

Een korte inleiding betreffende coördinaten leidt tot de 

evenwijdige coördinaten, (waarvan later ruim gebruik wordt 
gemaakt), en bespreekt de homographische transformatie. 
Dan volgt het graphisch rekenen, dat «ook oplossing van 
hoogere machtsvergelijkingen omvat, en een uitgebreide 
bespreking van graphische integratie. 
_ De nomographie geeft methoden aan om een formule 
met twee of meer veranderlijken grootheden zoodanig in 
beeld te brengen, dat men onmiddellijk de waarde van 
een der veranderlijken op de teekening kan aflezen, wan- 
neer de waarden van de overige veranderlijken gegeven 
zijn. De naam „nomographie” beteekent: „teekening van 
een wet’, d. w.z. van een natuurkundige of wiskundige 
formule. 

Het meest voor de hand ligt het gebruik van recht- 
hoekige coördinaten (bijv. voor PV = RT verkrijgt men 
een stelsel hyperbolen), doch deze geven niet altijd een 
eenvoudige teekening. Daarom zijn verschillende transfor- 
matie-methoden bedacht, zoodat kromme lijnen overgaan 
in rechte lijnen of in cirkels, of wel de geheele rekenplaat 
slechts enkele lijnen bevat met schaalverdeelingen, waarop 
men een doorzichtig papier legt met enkele lijnen, zoo- 
danig dat de verlangde uitkomst kan worden afgelezen. 
Zulke rekenplaten kunnen worden vervaardigd voor for- 
mules met een groot aantal veranderlijken. 

De meest eenvoudige vorm van rekenplaat is die, waarop 
slechts een drietal kromme of rechte lijnen voorkomen 
met verdeelingen, zoodanig dat men slechts een rechte 
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lijn behoeft te trekken door de getallen, op twee der 
schalen, die de waarden van twee der veranderlijken aan- 
geven, om op de derde schaal de gezochte waarde der 
derde veranderlijke te vinden. Deze rekenplaten met „richt- 
punten” kunnen worden uitgebreid voor meer dan drie 
veranderlijken. 

De eenvoudigste vormen zijn met evehwijdige lijnen of 
concentrische cirkels. 

„Door het gebruik van een doorzichtige plaat met twee 
onderling loodrechte lijnen, kan men meer samengestelde 
formules in beeld verkrijgen, terwijl bewegelijke schalen 
rekenlinialen doen ontstaan. 

Het boekje eindigt met een algemeene theorie. 


A. Aprer. Fiünfstellige Logarithmen mit mehreren Rechen- 
tafeln und häufig vorkommenden Zahlenwerten. Sammlung 
Göschen N°. 423, 1909, 80 Pf. 


De gewone logarithmen tot 10000 (waarbij de P. Pop 
een uitslaand blad achterin het boekje geplaatst zijn), de 
waarden van sinus, cosinus, tangens, cotangens van 10 
tot 10 minuten, de logarithmen van die functies ook van 
10 tot 10 minuten vullen de eerste 90 bladzijden van het 
handige boekje in zakformaat. Daarop volgen eenige kleine 
tabellen: voor de berekening van log sin # en log tg x 


voor zeer kleine hoeken; voor 10 met n — 0.9 tot 0.000001 
met behulp waarvan men logarithmen kan berekenen; voor 
ning; voor sterfte-kans; voor de lengte van cirkelbogen; 
voor het uitdrukken van minuten en seconden in tiende- 
enz. deelen van een graad; voor het uitdrukken van graden 
in honderdtallen seconden; voor gegevens betreffende de 
planeten, zon en maan; voor geographische lengte en 
breedte van eenige sterrewachten, enz.; voor soortelijk ge- 
wicht, dichtheid, smeltpunt, enz. Behalve deze opgaven 
zijn er nog eenige toegevoegd, die men gewoonlijk niet in 
log. tafels vindt, nl.: 

le. een graphische voorstelling van y == log v en y == 
lognat x, waarop met log. kan worden gewerkt tot in 
drie cijfers. 

2e. een logarithmische schaal, waarop met een passer 


(getallen 1—100); voor rente-bereke- 
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kan worden afgemeten, en de afbeelding van een deel eener 
rekenliniaal. 

3e. een rekenplaat van d’Ocagne voor de graphische op- 
lossing van vergelijkingen van den 2en en 3en graad. 


Dr. Heinricu WieLEITNER. Spezielle Hbene Kurven. Samm- 
lung Schubert LVI. Leipzig. G. J. Göschen. 1908. 12 M. 


In afl. 2 van dezen jaargang, bladz. 101 werd de ge- 
schiedenis vermeld van het ontstaan der boeken van Gino 
Loria en Gomes Teixeira, en medegedeeld waarin deze in 
hoofdzaak verschillen. Het boek van Wieleitner verschilt 
van de beide andere, doordien het de krommen rangschikt 
naar hun wijze van ontstaan. Vooreerst komen de Cis- 
soiden, algemeen opgevat, als ontstaan uit twee wille- 
keurige kromme lijnen, met constructie van de raaklijn, 
het kromtemiddelpunt (als dat van elk der gegeven krom- 
men bekend is); daarbij aansluitend de voetpuntskrommen 
van ellips en hyperbool, die ook cissoïden zijn, en als 
bijzonder geval daarvan de lemniskaten van Booth en Ber- 
nouilli. Naar aanleiding van deze laatste worden eenige 
krommen van den vierden graad met drie dubbelpunten 
besproken, terwijl uit de Booth'sche lemniscaat een meer 
algemeene kromme wordt afgeleid, waarvan de Cassinische 
Ovalen een bijzonder geval zijn. De voetpuntskrommen 
van de parabool worden verkregen uit de reeds besprokene; 
de Cissoïde van Diocles, de Strophoïde, de scheeve Cissoïde, 
de Trisektrice van Maclaurin behooren ertoe. Als cissoïden, 
waarvan een kegelsnede en een rechte lijn de grondlijnen 
zijn, worden de Trisektrice van de Longchamps, de Tan- 
gentenkromme der parabool, het Folium van Descartes 
vermeld. Met de typen van krommen waartoe de krom- 
men van Tschirnhausen, de Versiera en de pseudo-Versiera 
(Quadratrix van Ozanam) behooren, besluit het hoofdstuk 
over de Cissoïden. 

De Conchoïden worden ook eerst algemeen opgevat; 
daarbij wordt de Cinematica te hulp geroepen. Als bijzon- 
dere gevallen komen de Conchoïide van Nikomedes, de 
Schelplijn van Dürer, de Orthoconchoïde van Neuberg, de 
Kampyla, de kromme lijnen beschreven door punten eener 
drijfstang die korter is dan de kruk (Kappa), en de door 
uitbreiding van de constructie voor de kappa gevonden 
gevonden lijnen: Trisecans, Bicorne, Polyzomalkrommen. 
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Als ecirkeleonchoïde komen in de eerste plaats de limacons 
van Pascal, dan de ovalen van Descartes, terwijl ook con- 
choïden der kegelsneden worden vermeld. 

De derde afdeeling behandelt andere kromme lijnen dan 
de conchoïden, die door middel van eenvoudige stangver- 
bindingen kunnen worden verkregen, nl. de astroiden, de 
kardioïde en daarmede verwante krommen (sinusspiralen), 
de hypocycloïde met drie toppen (van Steiner) en de kop- 
pelkrommen van een stangenvierhoek. 

Meer dan een derde gedeelte van het boek wordt in 
besiag genomen door de 4e afdeeling, die cycloïden en tro- 
choïden behandelt; daaraan vooraf gaat een bespreking van 
poolbanen, waarbij gebruik wordt gemaakt van de natuur- 
lijke coördinaten (kromtestraal als functie van den boog), 
terwijl er een vermelding op volgt van verschillende andere 
krommen, die door rollen van een kromme lijn over een 
andere ontstaan. 

De laatste afdeeling handelt over verandering van coör- 
dinaten: met elke kromme f (s, R) = o in natuurlijke 
coördinaten, komt een kromme van Mannheim f (#, y) =0 
in gewone coördinaten overeen, en omgekeerd. Uit elke 
kromme kan men dus een andere afleiden; bijv. de hyper- 
bool xy — a?, levert de klothoïde Rs — a?. 

„Zoo komen de pseudospiralen ter sprake, en de W- 
lijnen, van welke laatste eenigen bijzondere gevallen zijn 
van de krommen van de la Gournerie, waartoe de krom- 
men van de Lamé behooren. 

Door vervangen van de vergelijking R = f(t), (waarin 
r de hoek van de raaklijn met een vaste lijn aangeeft), 
door de vergelijking in poolcoördinaten o —= f (6), verkrijgt 
men „Radialen”, terwijl door andere vervangingen de Ar- 
cuiden, en de evoluten der krommen van Ribaucour 
ontstaan. 

Het boek van Wieleitner is, wat uitgebreidheid betreft, 
niet te vergelijken met de werken van Teixeira en Loria. 
Terwijl beide laatstgenoemden met encyclopaediën kunnen 
worden vergeleken, zou men het eerste als leerboek kun- 
nen beschouwen. 


Rotterdam. F. J. VAES. 
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Vraag en Antwoord. 


/ 


le. Antwoord op vraag 80, blade. 140. Zij A ABC de ge- 
vraagde. Hiervan is dan gegeven AB de basis, 


CH de hoogtelijn, 
CD „ bissectrie. 


Driehoek CHD is dus te construeeren. 

Opgemerkt zij dat /HCD = 4(/A — ZB). Trek ver- 
volgens een lijn door C// AB, en zoek het spiegelbeeld van 
van A t/o van deze lijn. Dit punt zij AL. Verbindt nu Al 
met A,‚ Ben C. Dan is A AAB een rechthoekige, waar- 
van de twee rechthoekzijden bekend zijn, en dus constru- 
eerbaar. 

Vervolgens is / A1CB uit te drukken in }(/ A — /B),n. |. 

ZAICB = 360° — 2a — 7 = 180 — (a — 5), 
en dus bekend. 

Het punt C ligt op een cirkel èn op de lijn // AB ge- 
trokken, en is daardoor volkomen bepaald. Hiermee is dus 
een constructie voor A ABC gevonden. 


Nijmegen. ANDRÉ OLIVIER. 


Ze Antwoord op vraag 30. Zij ABC de gevraagde driehoek, 
CD de hoogtelijn, CE de bissectrice, en N de omgeschreven 
cirkel. A CDE is te construeeren, evenzoo de buitenbissec- 
trice CF, en dus ook cirkel M om A CEF. Cirkel N snijdt 
nu de middellijn EF harmonisch, zoodat de cirkels M en N 
elkaar rechthoekig snijden. MC is dus een raaklijn aan N. 
Van de lijnen MA en MB zijn nu bekend het verschil, 
zijnde de gegeven basis, en het product n. l. MC2, zoo- 
dat zij volgens een bekende constructie te construeeren 
zijn. De hoekpunten A en B vindt men dan verder ge- 
makkelijk. 


Lith. H. VERSTEEG. 


3e. Antwoord op vraag 30. Construeer den rechth. A FGH 
met behulp van de gegeven deellijn GH =d en hoogtelijn 


190 


GF =h, de eerste als hypotenus a. Trek een lijn HI ter 
lengte van de gegeven basis b en zóódanig, dat /IHG == 
—= /FHG =g. Laat uit 1 de lijn IK neer t HF, en trek 
de lijn IL, ter lengte van 2h, [/HF. Vereenig L met K 
en maak LM = 2, en daarna KO == KM = KN. Wanneer 
men nu op het verlengde van een stuk HC =b, en ver- 
volgens een stuk CE =d afzet, heeft men nog slechts CO 
en CN te trekken, en ten slotte door E een lijn AB//HG. 
De gevraagde Ais A ABC met CD als hoogtelijn. 

Bewijs: Daar A CDE == A GFH, voldoet niet àlleen de CD, 
maar ook de hoogtelijn CD aan de gegevens, en moet alleen 
bewezen worden, dat AB=b. De uitgevoerde constructies 


volgende, blijkt OK — 2 W{n? + b2 sin? p cos? p] — 2h en 
CK —= 2b cos? p‚, waaruit OK : CK, dat is tg. w‚, volgt. 
Bovendien is 

AB —= AD — BD == / cot. (p — w) — h cot. (p + w) = 

2htg w 

sin? p — COS? p 492 w 
waarde voor fg.w, dan vindt men ten slotte AB =b, 
hetgeen bewezen moest worden. 


Utrecht. Dr. WERNDLY. 


. Substitueert men hierin de gevonden 


Correspondentie. 


De formule van Sangana 


NEA 17 
Dior nn 2 

op bladz. 80 (samengestelde interestrekening; zie ook bladz. 

140) is nauwkeuriger dan men zou opmaken uit de uit- 

komsten op blz. 81 medegedeeld. Maar men moet dan 

de twee termen van het lid met denzelfden graad van 

nauwkeurigheid schrijven. In twee decimalen nauwkeurig 
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is n.l. de teller der eerste breuk niet 110, maar 109,86 
en de formule 
n= +005 


geeft nu uitkomsten voor ”, die ook in twee decimalen 
nauwkeurig zijn namelijk : 
juiste waarden voor x 


ORNE LO ELTA ene vn 0 110,4095 
rr en AMER Sed RE 55,4781 
Sr AENEIS 87,1670 
A Lens tenet neee 28,0110 
DE en ae 22,5171 
Kampen. Dr. C. STOLP. 


De door Dr. Kempe (bl. 122) meegedeelde rectificatie 
berust op de benaderde waarde  —=&(3 +5), en is van 
ouderen datum dan Dr. K. meent. 

In 1593 vond Vieta haar in een vorm, die als vraagstuk 
voorkomt in Dr. Molenbroek’s Leerboek der Meetkunde. De- 
zelfde constructie die Dr. K. geeft, wordt ook meegedeeld in 
Versluys, Handboek der Meetkunde, IV. bl. 48. Ook de con- 
structie, die op bl. 122 aan Rinaldi wordt toegeschreven, 
was al twee en een halve eeuw voor R. bekend. Zij is 
afkomstig van Deville (1596—1657), en te vinden in zijn 
Traité des Fortifications. Verg. Catalan, Théor. et Probl. 
IV. Pr. 1. Bij de daar genoemde literatuur kan nog gevoegd 
worden een artikel van Pressland in Proc. Ed. Math. Soc. 
1892, en een vraagstuk van Woodall uit Aepr. Educ. Times. 
Vol. 55. Q. 
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Nieuw verschenen werken. 


(Door de Redactie ontvangen). 


Uitgave van J. B. Wolters, Groningen. 


Dr. JAN DE VRIES en W. H.L. JANSSEN VAN RAAY. 
Leerboek der vlakke meetkunde. 
Herzien door W.J. Wisselink. 4e druk. 1909. f 1.50. 


Uitgave van H. A. M. Roelants, Schiedam. 


F. J. VAES. Leerboek der Werktuigkunde, ten gebruike 
aan hoogere burgerscholen en inrichtingen voor technisch 
onderwijs, en voor zelfstudie. Deel B. 1909. f 1.80. 


Uitgave van Meijer en Schaafsma, Leeuwarden. 


P. M. VAN BEMMEL. Beschrijvende Meetkunde, Leerboek 
voor het Middelbaar onderwijs. 1909. Met Atlas f 1.50. 


Ook ontving de redactie. 


Festschrift til H. G. Zeuthen, fra Venner og Elever i 
Anledning af hans 70 Aars Fodelsdag 15 Febr. 1909. 
Kobenhavn. Kgl. Hof boghandel Andr. Fred. Host & Son. 1909. 


ANNIE BESANT en C. W. LEADBEATER. Occulte 
Scheikunde. Een helderziend onderzoek naar de samenstel- 
lende elementen. 

En: De ether der ruimte. Uitgave van de N.V. Theoso- 
fische Uitgeversmaatschappij, Amsterdam. 1909. f 2.50. 

(Dit werk is in hoofdzaak theosofisch-scheikundig, doch 
maakt gebruik van de regelmatige lichamen en een enkel 
half-regelmatig). 


1) Van Hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 


OPLOSSINGEN 


DER 


VRAAGSTUKKEN van af N°, O1 


De oplossingen der Vraagstukken : 

N°, 1—9 komen voor in den len jaargang, bladz. 125. 
„ 10-20 „ EN Jen 262. 
» 20—90 » 


)) )) 


Opmerkingen omtrent vraagstukken komen voor: 


Op bladz. 148 en 252 van den Zen jaargang, betreffend 
Vraagstuk 21, 3en jaargang, bladz. 2. 

Op bladz. 47 van den 2en jaargang, betreffend Vraag- 
stuk 62, 3en jaargang, bladz. 57. 

Op bladz. 119 (der oplossingen) van den 3en jaargang, 
betreffend Vraagstuk 48 en 63, 3en jaargang, bladz. 37 en 59. 


Pd 


Oplossingen van Vraagstukken W.T. 5en jg. 1 
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VRAAGSTUK 91, 


Als D de boog is, die de polen der om- en ingeschreven 
cirkels van een boldriehoek verbindt, dan heeft men: 


cos? D —= cos? (R — 7) + cos? R sin? r. 
(Uit: William Chauvenet, A Treatise on plane and sphe- 
rical Trigonometry.) J. B. BAKKER. 


Opgelost door: 
J. B. BAKKER, P. BAKKER en J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. B. Bakker. 


Trek de bogen Al en AM, (M is de pool van den om-, 
[ die van den ingeschreven cirkel, dan hebben we in A AMI: 

cos IM == cos D == cos Al cos AM —+ sin Al sin AM 
cos MAI. Hierin is AM == R. Om Al te bepalen, laten 
we boog ID 1 AB neer. In A AlDis ID = ren AD —= 
s-d. Dan is dus: cos Al == cog8 r cos (s-q) en sin Al —= 
sin r cosec 1, A, 

Overgebracht in de bovenstaande vergelijking, geeft dit: 
cos D == cos R cos r cos (s-a) + sin R sin r cosec 1, A cos MAI. 

Verder is: / IAM = / MAD — 4 U Lene 


A lo (B—C) dus: 
pil En … … CO8 If, (B — 0) 
cos D — cos R cos r cos (s — a) + sin R sin r A 
Hierop toegepast de vierde formule van Delambre: 
nl 
cos D =— cos R cos r cos (s — a) + sin Rsinr Ja (b nak 
sin 1, a 
Ae sin sb He) 
tenoren 008 (s-a) + ig R—= sin Is a 


Bij verkorting: W/ sin s sin (s-a) sin (s-b) sin (s-c) — n stellende, 


sin s 2sinll,a sinll/ob sin l/oc 
wordt: cot r = — ‚en igR= Jo Jo Jo jk 


n 
cos D ___ sin s cos (s-a) +2 sin 1, b sin 1/y c sin 1/s (b +) 
cos R sinr n 
2 sin s cos (s-d) + 4 sin? 1/, b sin Is c cos If c 
E 2n Ee: 


4 sin 1/ b cos 1/9 b sin? If, c 


Ja 2n 


4 


2 sin s cos s cos a + 2 sin? s sin a + 2 sin? 1/, b sin Cc 


2n zn 
2 sin?1|, ec sin b 

2n 
Na toepassing van: 1 —cos?2a=—=2sin?a en herleiding: 
cos D __sinad-sinbJ sinc— sin b cos c— cos b sin cJ- 

cos R sin r 2n | 
sin 2 scosa — cos 2 s sin a 

2n 
_ sina sinb + sine — sin(b + c) + sin (2s — 4) 
EN 2n 


sin a + sinb + sin c 
5. __2n f 
Beide leden tot de tweede macht brengende en daarna 
met 1 verminderende: 
cos? D (sin a + sin b + sin c)2 — 4 n? 
COS2 Rsin2r An? fi 
Nu is 4n? == 4 sin l/s (a + b + ce) sin to (— a + b + e) sin If 
(a —b + ec) sin Ils (a + b— ce) 
—= 1 — cos? a — cos? b — cos*c + 2 cos a cos b cos C. 
De teller van het tweede lid wordt nu: 
sin? a + sin? b + sin?e + 2 sin a sin b + 2 sin a sin e + 2 sin b 
sine — 1 + cos? a + cos? b + cos? c — 2 cosa cos b cos C. 
De vergelijking wordt nu: 
cos? D _ 242sinasinb + 2 sinb since 


cos2 R sin?r An? + 
ir e 9 cos a cos b cos c 
An? k 


Nu heeft men, door ontwikkeling van het eerste lid, de 
volgende identiteit: 


4 [sin (@ Jy J- 2) + 2 sin sin y sin 2]? = 

22sin2mvsin2yd2sin2avsin2eJ-2sin2ysin?2z2— 
2 cos 2 x cos 2 y cos? z. 

Vergelijken we den teller van het tweede lid onzer ver- 
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gelijking met het tweede lid dezer identiteit, dan vinden we: 


cos 2 D grat bt) 
cos2 Rsin?r a Ans 
+ 2 sin Ll a sin Ll b sin Il, c] 2 
4n? 
_ (sins , 2sinl/,a sin l/ b sin Il, c \?2 
TEA n 


— (1g R — cot 1r)?, 


cos 2 D — cos? Rsin?r(tg R+ cot r)2 + 
+ cos? Rsin?r, 
cos 2 D == COS *(R— rr) + cos? Rsin?r., 


Oplossing van J. A Wertenbroek. 


Noem den driehoek ABC, de pool van den omgeschr. 
cirkel N, die van den ingeschr. cirkel M; dan is /MAN= 
—= if, A —( S—) == (C— B), zoodat 


cos D = cos AM cos AN + sin AM sin AN cos ils (C — B) = 
cos!f,(C — B) __ 
Ten EE 


sin 1, (c + b) | 


sin 1/, a 


—= cos r cos R cos (s — a) + sinr sin R 


) 


COS COS „| cos (s— ad) + ig r tgR 


en dus cos 2D — cos * Roos rf cos *(s — a) + 


COS (s — d) sin (s —a + HEA q) 
+ 2tgrigR B + 
ppi SM Is (e+) | EE 
ed sin? 1, a 


— Co8? R co8°r [1 — sin? (s — a) + 
+ 2lgr fg Bj cos (s— a) sin (8 — a) cot Ip a + cos? (5 — a) |H 


Flgemiger) Si Sal +1) = 


6 
cos 2 R cos? r [1 + 2tgrigR—Htg?rtg2R—sin?(s —ad) + 


L 2 (gr tg R$ cos (s — a) sin (s — a) cot Ipa — 


sins sin (S — 4) 


—sin?(s—a){ Hg? Rlg?r EPEN Î 


Wij zullen nu bewijzen; 
2tgrigRj cos (s — a) sin (s — a) cot 1/y a — sin 2 (s — 04 -— 


sin s sin (8 — d) 
2 Dy Eng 
+ig2Rtg?r sei sin*(s — a)=tg2r(/À) 
4 sin 1/9 b sin 1/5 c cos If, (b + c) 
of: 
sin (s — b) sin (s — c) 


se 
4sin?!l,bsin? ie _ sinssin(s—d) 
sin(s—b)sin(s —) _ sin(s—b)sin(s—e) 
Voor het eerste lid kan geschreven worden: 


8 sin 1/, b sin 1/g c cos 1y b cos 1/y c — cos a Hcos(c Hb) 
cos (c — b) — cos d ® 


_2snbsine dose tb) —eosa 
Rits cos (c — b) — cos a en 


b) 


zoodat (A) waar is. Wij mogen dus schrijven: 
cos 2 D — c08? R cos? 1 42tg Rig r + g2Rlg2rdtg?r| En 
== cos? Rcos?r + 2 sin Rsinrcos Reosr + sin? Rsin?2r + 
—ĳ cos? Rsin?r == 
== COS? (R—r) + cos? Rsin?r. 
Opmerking van P. Bakker. 


We kunnen uit de gevonden formule tot de bekende 
formule in de Planimetrie komen. 
We hebben: 


cos? D == cos? (R— rr) + cos? R sin? r = 


È En 
- bs 

# E 

4 

{ 
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== COS R cos? r +-sin? Rsin?r + 2 cos Reosr sin Rsinr +- 
+ cos2 Rsin?r, 
cos 2 D= cos? R+ sin? Rsin?r + 2 cos Ros r sin R sin r. 


Hieruit volgt: 


sin D=l—cos? D—=sin? R—-sin?Rsin?r-—- 
— 2 cos Rcos r sin Rsin rr —= 
—= gin 2 Rcos 2 r — 2sin Rsinrcos Reosr. 


Bij toenemende waarde van den bolstraal nadert sin R tot 
R en cos R tot 1, evenzoo met de andere elementen. 
Dus voor den vlakken driehoek is D2—= R2—?2 Rr. 


VRAAGSTUK 92, 


In een ellips trekt men uit de brandpunten twee voerstralen 
in dezelfde richting, en bepaalt het snijpunt van de raak- 
lijnen in de uiteinden. Wat is de meetkundige plaats van 
dat snijpunt? (Hadamard, Géométrie, II.) GC. A. Cikor. 


Opgelost door P. BAKKER (2 opl.), W. BROCX, F. T. A. 
CEDEE, C. A. CIKOT, Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, 
W. EF. GISOLF (2 opl), W. H. SCHMELLING, 

C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK, 


Oplossing van C. A. Cikot. 


leder der evenwijdige voerstralen wordt door het raak- 
punt heen verlengd met de andere voerstraal van het 
raakpunt; zóó ontstaan twee lijnen die evenwijdig zijn en 
gelijk aan de groote as; deze lijnen zijn dus de overstaande 
zijden van „een paralellogram; daarin deelen de hoeklijnen 
elkaar middendoor; het snijpunt-van die lijnen is dus ook 
een punt van ieder der raaklijnen, m.a. w. hun snijpunt; 
trekt men uit dat snijpunt een lijn evenwijdig met de 
voerstralen, dan komt die uit in het middelpunt der ellips, 
en is gelijk aan de helft der groote as. De gezochte m. pl. 
is derhalve de omgeschreven cirkel van de ellips. 


Oplossing van P. Bakker. 


Gegeven. Een ellips met twee evenwijdige voerstralen 
F, A, en FE) Aj. Raaklijnen in 4, en Ag. Snijden elkaar in S. 
Gevraagd: De meetkundige plaats van S. 
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1e Oplossing. 


Zij A de richtingscoëfficiënt der voerstralen. 
De vergelijking van 7, A; is y= A(x—c). 
We bepalen. het snijpunt van 7, A, met de ellips: 
ba? H 02 Y? — a? b2 
bar? da? A? (a — Cc)? = a? b2, 
(b2 4 a2 AP) 12 — 2 a? Alen Ha? 42e? — a? b2 =0, 
waaruit 
AA ate WV [(At ate? — (A2 a? + b2) (A2 a? Cc? — a? b 2]. 
b2 A2 a? 


Waaruit we na eenige herleiding vinden, (als we alleen 
’t bovenste teeken nemen): 


A? ate dab? W (1 + 42) 
D2 4 A? a? 


ab? VI J A2 — be 
D2 + A2 q? 


We hebben dus voor de coördinaten van 44: 


en y= A (a — c) geeft y = 4 


— Aare Had iH4? ab F A2 —b2e 
A2a? tb? N= A? a? + H2 
Vervang c door — ec dan vinden we voor 43: 
— A2? dab? 1 + 42 MEER De VIF A24 b2e 
Att DaT TA EER 


We schrijven nu de vergelijkingen neer van de raaklijnen 
in de punten 4; (24 4,) en A9 (a 49) : 


U == 


Lg =S 


A?a?ce Har V1H A2 
(A2 a? Hb?) a? 


ab 1 + A2— b2e 
+4 A2? + DP Ym | UE EENES 


— AZa?e abel 14 42 
(A2 a? + 1) a Bin 


1 ab? 1 A A2 b2e 
(A2 a2 + 62) b2 
Uit deze vergelijkingen moet 4 geëlimineerd worden. 
Door aftrekking: 
2 A2a?c on b2c en 
(AZ a? + Da? Ara Dr T 
of A2 — Ay =—=0, 
waaruit A —=0o en Av =y. 
A =o is een bijzonder geval. 


ikl s. (2) 


0, 


Uit Ax —y volet A= e 


Substitueer 4 = e in vergelijking (1) 


EV Bas Ln 
2 02 y x?2 

y? a An 2x / y2 

ate) af (oere) 


2 


y=l, 


yrac tb? en ae gar Pya 
(2 Faa 2 Ef FrD 17 


ac? rd b2B NT a Hyatt 
ax (a? y? + b2x2) ee 


(br? J ay) rt yt 
ax (a? y? + b2 2) E 


2 2 
A il dus LH Y? 


Ie 
—= A2. 


De meetkundige plaats is dus de omgeschreven cirkel. 


2e Oplossing. 


Laat S bepaald zijn door zijne coördinaten (p, q). De 
raakkoorde 4; 49 heeft tot vergelijking: 


Es 1) 


We bepalen de snijpunten van deze rechte met de ellips. 


(B) (4) =t AED 


Uit (1) volgt: 


Ingevoerd in (2): 


x\2 x\2 b2 
Bh eke 
02 q2 2 H (A2 — pb? —= at q?, 
(A2 q? + pa? — 2a2bpr H atb? — afg? = 0. 
Waaruit we oplossen: 
_ apt} bat bep? — (a? q? + b2 p?) (at b2 — a 02) $ 
022 4 bp? 
en na eenige herleiding 
Vp gia 0 TP 
ais qd bp? 
Uit de vergelijking (1) volgt: 


at q? 


ga?y=a?b? — px, 
of 
a? b2 p + ag (a? q2 + b2 p? — a2 52) 
aq? + b2 p? 


gay == ab? —b2p 


waaruit we vinden 
ne tp Hb p? — 026) 
Ir, a q° En b2 p? 

Nu behooren in de gevonden waarden voor x en y de 
bovenste teekens bij elkaar; evenzoo de onderste teekens; 
de bovenste teekens kunnen voor 4, gelden, de onderste 
voor As. We kunnen nu de richtingscoëfficiënt der voer- 
„stralen bepalen, en vervolgens de voorwaarden neerschrijven, 
dat de lijnen evenwijdig en Stel A; (x yi), Ao (X9 49) z00 is 


U 1 Lj — C 
lln NEET OOk ee 
U ae Uo Lg + C 


del: 
dus 


a? b2g Erie pW (a? g? + b2 p? — a? b2) Tt 
PE FEDVEEFEP EDT 


geboet db (02 qe Epe 4D?) 


2 + Wp? nee: A 
a2 bp — AqW RG + Hp? — ob) 3 
Rr + Pp? nurd 
of 
ag —pW(a2g? + bp? — ab) 
EVA 
Pp PP DE — (a? + Bp) 
PEP AVR ARP) He + PP) 
waaruit: 
aq 


— pW (ar? + Hp? — a?) re, 


r az b? p 
Me ep GN OP Ge tab p°)’ 


ee renee 
en md mo) 


ee bp 
A en B A CN ro 
a2 gw (a? q° En b2 p? ES b2) — q c (a? q° — b2 p?) man 


AEN b2 p2 (a? q° En b2 p? err a2 D2), 
(a? q° — b2 Pp) M4 (a? q° En b?2 p? eg b2) RN (a? q° — b2 Pp”). 
Cd ek me EN 
(a? Aes c?) q = b2 p? —= A2 b2, 
get Pp =d. 
Hieruit blijkt, dat punt S op den omgeschreven cirkel 
moet liggen. 


VRAAGSTUK 95. 


Dezelfde vraag als in Vraagstuk 92 voor de snijlijnen van 
de overeenstervmende raakvlakken twee aan twee bij een uit- 
gerekte omwentelingsellipsoïde. 


CAs CIKOT: 
Opgelost door C. A. CIKOT. 
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Oplossing van C. A. Cikot. 


Twee evenwijdige voerstralen liggen altijd in één vlak 
met de omwentelings-as. De twee raakvlakken bevatten 
ieder een raaklijn aan een parallel-cirkel; die twee raak- 
lijnen zijn hier evenwijdig, dus de raakvlakken snijden 
elkaar volgens een lijn evenwijdig met die raaklijnen. De 
raaklijnen aan de meridiaan in de twee eindpunten snijden 
elkaar in een punt van den bol, die de omwentelings-as 
tot middellijn heeft. De bedoelde sniĳlijnen kruisen dus 
alle de omwentelings-as loodrecht, en raken aan den omge- 
schreven bol van de ellipsoïde. 


VRAAGSTUK 94. 

Wat is het gemiddelde oppervlak in een ellips van een 
driehoek, die de twee voerstralen van eenzelfde punt tot op- 
staande zijden heeft? CG, ACTKoTr. 

Opgelost door C. A. CIKOT. 
Oplossing van C. A. Cikot. 
De bedoelde driehoeken hebben alle den brandpunts- 


afstand tot basis; ’t komt er dus slechts op aan de. ge- 
middelde ordinaat te vinden. Het oppervlak van een 


+ ellips —= +} sr ab, dus de som van alle ordinaten, gedeeld 
door hun aantal, d.i. de gemiddelde waarde van die ordi- 
… Jab 7 
naten, is: f ek b. 
zb 4 a? — b? 


Oppervlak van bedoelden driehoek —= 


VRAAGSTUK 95. 


Bepaal de meetkundige plaats van de snijpunten der lijnen, 
wit een brandpunt van een ellips getrokken onder eenzelfden 
hoek met de raaklijnen, met die raaklijnen. (Hademard, 
Géométrie LI). C., A, Crkar. 


Opgelost door C. A. CIKOT, C. WAFELBAKKER, 
J. A. WERTENBROEK, 


Oplossing van C. A. Cikot en J. A. Wertenbroek. 


Bekend is ’t dat de meetkundige plaats van de voet- 
punten der loodlijnen uit een brandpunt op de raaklijnen 
neêrgelaten, de omgeschreven cirkel van de ellips is; trekt 
men nu uit bedoeld brandpunt lijnen onder een hoek « 
naar de raaklijnen, dan worden de nieuwe voetpunten ver- 


epe 
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kregen door twee transformaties van den vorigen cirkel; 
eerstgenoemde lijnen uit het brandpunt worden alle om 
dat brandpunt een hoek 90°—« gedraaid, en dan verlengd 
in reden van 1 : cosec a; bij beide vervormingen blijft de 
cirkelvorm behouden. De nieuwe cirkel heeft tot straal 
4 cosec «,‚ en zijn middelpunt op de kleine as, op een af- 


stand van het middelpunt == ectga: in sommige gevallen 
zal hij de gegeven ellips in twee punten raken. 
GEA CIKOT. 


VRAAGSTUK 96. 


De vier voerstralen in een ellips voor twee punten ter 
weerszijden van de groote as, sluiten altijd een vierhoek in, 
welks zijden aan eenzelfden cirkel raken; bewijs dit, en leid 
verder af welke betrekking er tusschen de ordinaten van die 
twee punten moet bestaan, opdat er om den bedoelden vier- 
hoek een cirkel kan worden beschreven. Ge GEKOT. 


Opgelost door P. BAKKER, C. A. CIKOT', 
C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


In zoo’n vierhoek is altijd het verschil van een paar over- 
staande zijden gelijk aan het verschil van het andere paar, 
en daarom bestaat (in ’t algemeen) bedoelde cirkel. Het 
middelpunt is het snijpunt van de raaklijnen in beide punten. 

De tweede vraag is terug te brengen tot deze: hoe 
snijdt een cirkel, die door de twee brandpunten gaat, de 
ellips? Noemen we den afstand van de twee brandpunten 
2e, dan heeft een cirkel door de twee brandpunten tot 
verg.: X2 + y? — 2yz=e?, waarin z voorstelt den af- 
stand van zijn middelpunt tot dat van de ellips. Van 
dezen cirkel moeten nu de snijpunten bepaald worden met 

Ae Ushi 
de ellips: a oe Ee l 
vergelijkingen, dan komt men tot de verg.: 


" elimineert men x tusschen beide 


’ 


22e bf 
ye + en Te 
bt f 
Het product van de twee wortels = — oen constant. Wil 


een dergelijke cirkel bestaanbare snijpunten ter weerszijden 
opleveren, dan moet a? >> 2b2, of a > b W 2 zijn. 
(Verdere discussie leidt tot te groote uitvoerigheid). 
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Oplossing van P. Bakker. 


Gegeven: Een ellips met brandpunten #, en #5. Twee 
punten P en @ op den omtrek. 

Gevraagd: te bewijzen, dat er een cirkel mogelijk is, 
die de 4 zijden van vierhoek PF, QF, aanraakt. 

Af te leiden: de betrekking tusschen de ordinaten van 
P en @ opdat de vierhoek een koordenvierhoek is. 


Oplossing. 

Omdat F, en F, de brandpunten zijn en P en Q op den 

omtrek liggen is 
PE, + PA = QF + QF 
dus ook PF, EEF OF, == OF pn PF, 

Volgens de stelling op bladzijde 110 van den 2en jaargang 
is er dus een cirkel mogelijk, die de 4 zijden van vierhoek 
PF, QF, aanraakt. 

Opdat de vierhoek een koordenvierhoek zijn zal, moet 
ZP /Q=180 zijn. 

Stel P (4 41), @ (3 Yo), dan zijn de richtingscoëfficiënten (R.C): 


En re BE st 
Se ns AED AN zn 
me lee Pt 
R.C. ET R.C. OF, ee 
Volgens bekende formule is 
Le Re 
rr Ee Lg —C 2 Ye 
t rail PE == 2 2 z 
OENE 
nn 
EE Wk NE 
Lg HC: Hg —C — 2Y9C 
ta /F ee en zh 2 
92 1 s js a RN Lg — AH YP 
Ed 
Nu IS tg ZF PE, =—tg / Fo QF, 
2 
of hi y 


LPA y? ay? 
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Uit de vergelijking der ellips 
D2 2 Ja? y?=a?b? volgt: 


a2 (02 — 4? a? (b2 — 492) 
dus 
Yi ad 4 
a? (b2— 442) a? (b2 — 1/92) 
TE et yr D ey? 
of 
Yi En Yo 
ne b2— a2 yi? De be b2 y,? ADs Yo? — b2 c2 J b2yg2 
U1 el y° 
b4 — 2 yi b* — 2 yo? L 


bi, — Pr Yo = bt yo — 1 Yo, 
(DÉ H- C2 4 Yo) (41 — Yo) =O, 
waaruit volgt: 
b4 
le. bit? y= 0, Of YY — 


20. 91 — Ys =O, dus y, —= Ya. 


Deze waarde is gemakkelijk te verklaren; de vierhoek is 
dan een gelijkbeenig trapezium (of een gelijkbeenige drie- 
hoek); de punten P en Q liggen dan evenwel aan denzelfden 
kant van de groote as. 


Opmerkingen van P. Bakker. 


1e. Het vraagstuk gaat eveneens door, wanneer we in de 
opgave de woorden: „ter weerszijden van de groote as” 
weglaten. Liggen de punten aan denzelfden kant van de 
groote as, dan krijgen we vierhoek PF, QF; waarvoor ook 
PF, — PF, Te QF En OF, dus PF, Tr Of, = QF) — PFS 
zoodat ook hier een cirkel mogelijk is, die de zijden van 
den vierhoek raakt (zie de derde figuur bladz. 110 van den 
gen jaargang). De cirkel zal F,Q en FP raken en de ver- 
lengden van FP en F,Q. 

2e. Het vraagstuk gaat voor een hyperbool met eenige 
wijziging ook door. 
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Liggen de punten P, en Q, op denzelfden tak aan weers- 

kanten van de reëele as, zoo heeft men 
Palo ebi — Oto en 
of PF + AL = PAH QF 

Is / P,F,Q, uitspringend, zoo worden alle zijden recht- 
streeks geraakt; is / P,F,Q, inspringend, dan raakt de 
cirkel de zijden P, F, en Q, F, in haar verlengde. 

Is / P,F, Q, gestrekt, zoo gaat de vierhoek over in een 
driehoek; de ingeschreven cirkel in dezen driehoek raakt 
de zijde tegenover F, in #,. 

Liggen de punten aan denzelfden kant van de as, zoo 
is ook de som van twee overstaande zijden van den vier- 
hoek gelijk aan de som der andere twee zijden en is dus 
de vierhoek een raaklijnen-vierhoek. 

Liggen de punten niet op denzelfden tak, zooals P, en 
Q,, aan denzelfden kant van de reeële as, dan is weer 

Pf, > Polo == UF — Eis 
of PF, bnr 0, Fes == PF, et OF. 

De cirkel raakt nu de zijden PFP, F5 en Q, F, in haar ver- 
lengde (boven de reëele as); de andere twee zijden recht- 
streeks. Liggen nu de punten P en Q in een rechte lijn, 
met JF, zooals P, en QQ, dan gaat de vierhoek over in 
A Ps Osby; de raakcirkel gaat over in den aangeschreven 
cirkel aan de zijde QF; het raakpunt met de zijde Ps Qs 
ligt nu weer in het brandpunt F5. 


Het onderzoek naar de voorwaarde dat de vierhoek een 
koordenvierhoek is, heeft plaats als bij de ellips; men 
vindt hetzelfde resultaat. 


Oplossing van C. Wafelbakker. 
Stel in excentrische coördinaten 


A (boven. -@-as)…: .. 4. COS ap Orue 
en B (beneden x as) .... a cos (%, b sin fg, 
dan is de vergelijking der raaklijn in 
A....xbeosa + yasina—ab 


Ie 
en, 


B....x@beos dB + yasin ff — ab en ed (2) 
en de vergelijking der lijn, welke den scherpen hoek 
AFB [F‚ heeft de coördinaten (—e, o)} middendoor deelt: 
y ja (sin P — sin a) + e sin (B) en 

— b (@ + €) (cos a — COS: (3) == Os. etn (8) 
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Deze drie lijnen gaan door één punt, want de determinant 


a (sin 9 — sin «) + esin (9 — «) 
b (cos P — cos «) 


d sin « a sin 
b cosa CAM Os 
be (cos f — cos «) — ab — ab 
Immers deze determinant is — de linker boventerm 
tijdelijk == P stellend — 
Es a sin « a (sin  — sin «) 
ab? COS 9 — COS « COS « COS? — COS a == 
e (COS P — COS «) — 4 0 
P—a(sinf—sine) asina a(sing— sina) voor P 
ab? 0 cOSa _ COSP — cosa |= _ de 
waarde 
e (cos  — COS « — a 0 invoerend 
sin (f — «) asin a a (sin } — sin «) 
ab2e 0 COS « COS P — COS « 
(cos f — COS «) — a 


0 
ab?e | (cos f — cos «) [a sin « (cos f — cos «) — a cos a (sin } — 


— sin e)] + a [sin (3 — «) (cos B — cos ei 


= a?b?e (cos P — cos u) {sin « cos P — sin « cos u J sin « cOSa— 
— COS a sin f +- sin (9 — «) 
— a?b?e (cos B — cos «) f sin (« — ) + sin (Ì — «) |= 0. 


De drie lijnen gaan dus door één punt en de zijden 
raken denzelfden cirkel, 
Zullen de 4 punten A (acosa, bsinea) 
B (a cos f, bsin «) 
en de brandpunten (—e, o) en (e — 0) concyclisch zijn, dan 
moet voldaan worden aan den eisch, dat de determinant” 


eneen (1: 


ler COSrdS 


bsina, a2cos?aJ- b2sin2a 
td ad COS b sin 9 a2 cos? 9 + L2 sin? 3 
Ae 0 
1 


e2 A 
e (0) 


c2 
Oplossingen van Vraagstukken W.T. 5en jg. 


Ce 
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a (cosa — cos ?), (sina — sin f) a?(costa — cos?) + b2 (sin? a — sin? f 


a cos f + e sin a? cos? > J- b2 sin? p — e? 
2e 0 0 
e 0 e2 
of 


(sin « — sin B) | u? cos? B 4 b2 sin? B—A| — 

sin 8 | a? (cos? a — cos? 3) + b2 (sin? « — sin? 9). 
(sin « — sin £)) / a? cos? B + U2 sin f — @ — b2 sina sin fl — 
— b2sin 9 — sin f a? (cos? « — COS? ) 


__ (sin « — sin 9) a? — A2 sin?  — @ — b2 sin « sin == 


— a? sin  (— sin? a + sin? 9) 
of 

D2— a? sin? 9 — b2sinesing —= — d?sin f (sin a + sin £) 
b2 — a?sin B — b?2sin «sin B + a?sina sin 3 + a? sin 29 — 0 
D2 + e?sinasin fp — 0, | 
b2 | 
of sin asin = — 2 en de punten A en B moeten 
dus ook aan verschillende zijden der # as liggen. 

VRAAGSTUK 97. 


In een ellips trekt men door een willekeurig punt lijnen 
evenwijdig aan twee toegevoegde middellijnen; bewijs dat, als 
de vier stukken tusschen het punt en de ellips in richting en 
grootte krachten voorstellen, hun resultante door het middel- 
punt gaat; bepaal verder de grootte van die resultante. 

C. A. Crkor. 


Opgelost door P. BAKKER, W. BROCX, (2 opl.) 
CASCTKOT NEL SCHMELLING, C. WAFELBAKKER, 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van CG. A. Gikot, P. Bakker, en W. H. Schmelling. 


Laat APB de eene koorde, en DPC de tweede zijn; 
als men PD op PC afzet, van af P tot E,‚ dan is PE 
de resultante van PC en PD; is G het midden van CD, 
dan is ook PE ==? PG; is H het midden van AB, dan 
moet men dus samenstellen: 2 PG en 2 PH; onmiddellijk 
blijkt dat de res. door M gaat en in grootte —= PM is. P 
kan op den omtrek liggen, binnen de ellips of er buiten. 

C. A. Crkor. 
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VRAAGSTUK 98. 
Dezelfde vraag als 97 voor een ellipsoïde. C. A. Crkor. 
Opgelost door C. A. CIKOT. 


Oplossing van C, A. Cikot. 


In verband met vorig vraagstuk blijkt, dat de resultante 
door het middelpunt gaat, en in grootte wordt voorgesteld 
door tweemaal de lijn, die het aangrijpingspunt met het 
middelpunt verbindt. 


VRAAGSTUK 99. 


Door een punt trekt men twee lijnen, resp. evenwijdig aan 
de twee gelijke toegevoegde middellijnen van een ellips: bewijs, 
dat de snijpunten met de ellips de hoekpunten zijn van een 
koorden-vierhoek. Bewijs verder het analogon voor een ellipsoïde. 

C. A. Cikor. 


Opgelost door C. A. CIKOT (volledig); het eerste gedeelte 
door: W. T. GISOLF, W. H. SCHMELLING, 
C. WAFELBAKKER, J. A. WERTEN BROEK. 


Oplossing van C, A. Cikot. 


Beschouw de ellips als de projectie van een cirkel, dan 
zijn de getrokken lijnen de projecties van lijnen in den 
cirkel die gelijke hoeken maken met de snijlijn van de 
vlakken van cirkel en ellips; de deelen van die twee lijnen 
„worden in dezelfde verhouding verkleind bij het projecteeren ; 
in verband met het begrip „macht” blijkt nu dat de be- 
doelde punten op een cirkel liggen. 

Bij toepassing van het bovenstaande blijkt, dat men bij 
een ellipsoïde drie cirkels krijgt zóó, dat de omtrek van 
iederen cirkel die van de twee andere snijdt; zoo’n stel 
cirkels ligt altijd op éénen bol. 


VRAAGSTUK 100. 


Op de middellijn AOB van een cirkel neemt men een ver- 
anderlijk punt P. Op AP en PB als middellijnen worden 
cirkels beschreven. De meetkundige plaats van het middelpunt 
van een vierden cirkel, die de eerste drie raakt, bestaat uit 
twee ellipsen, die het punt Ò tot gemeenschappelijk brandpunt 
hebben. H. v. DiINTER. 


Opgelost door P. BAKKER, H. v. DINTER, 
CGC, WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 
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Oplossing van H. van Dinter. 


Zij C het middelpunt van den 3den cirkel. Trek een lijn 
// AB op.een afstand — AB, 
uit C een loodlijn op die lijn, 
die de lijn snijdt in Q’, en AB 
in Q. 

Zij R de straal van cirkel O, 
r de straal van cirkel C, dan is 
OC = Rr. 

Volgens een beken stelling 
ris CQ = Zr.) Dus CO mn 
— Ar =2(R-—r). 


09 st het punt C beschrijft dus een ellips 
met O tot brandpunt; het punt C' dat met C t.o. van AB 
symmetrisch ligt, beschrijft dan ook een ellips symm. met 
de eerste t.o. van AB, met O tot brandpunt. 


Oplossing van C. Wafelbakker. 
Stel OA =OB==R gegeven, CB == PC veranderlijk =r 
dan is DP =DA == Rr. 


Derhalve Go: en 


Is M een cirkel, die aan de 
vraag voldoet, dan is volgens 
een theorema van Pappus mid- 
dellijn van cirkel M= afstand 
van M tot middellijn AB. 

Zijn straal van den cirkel 
M =t, coördinaten M (xy), dan 
is dus VA l 

Uit A PMD de ‘betrekking 
voor de hoogtelijn. opschrijvend 
vindt men dat: 


EVRHDER- ntt, 
waaruit volgt: 
te RH . 
Re rr Rn (2) 
veg men uit dienzelfden A vindt: 

CG = {(2r — R) + Ry 
R 
*) Cfr. Sequel to Euclid, Book VI, Sect. IV, Prop. 9. Cor. 1. 
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(EL R(2r—B) 
en 


en dus » = OG = PG —(R—r)= ‚ (8) 


Uit (1), (2) en (3) kan men nu t en 7 elimineeren, 
hetwelk zonder bezwaar langs gewonen weg kan geschieden, 
doeh door in (1) en (3) de waarde van t uit (2) te substi- 
tueeren vindt men: | 
rix—rR(e2R) HRe tR=0. .. ... (4) 
r2(y +2R)-—-rR(yd2RHR2Y=0. .... . (5) 

waaruit in determinanten vorm volgt dat: 
LL —R(et-2R) (#4 R)R? 0 
0 4e Peren 
Y2R —RYH2R) Ry 
0 Ate Rt BZK) Ry 
waaruit na eenige herleiding volgt: 
2 —lxtR R ziR 0 
XOR nt ord(ygt2R)|2 —1l 2 tkRi=0, 
Od 12 y Or y 
of na herleiding 3 y2 + 422 +4 Ry —4R2=0, 
of 


adr 


9 2 
Bette) 
eee a 
(eve) (ze) 
2 
d.i, een ellips met middelpunt N ( 0— gk ) en halve 


assen NH =S RV3 en NK — SR. 


==, 


Dat O brandpunt is, blijkt uit 
4 2 2 En POE EEN ARR R2 == E 
(Gr) _(irVvs) (5 5e 9 R2 = (ON). 


‚ Voor een punt M/’, symmetrisch met M ten opzichte van 
Ox, heeft men —y=?2t, en vindt men de 2e ellips: 
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2 
2 (vr) 
9 zt 4 2 gen 
(zeve) (be) 
die hetzelfde brandpunt O heeft. 


VRAAGSTUK 101. 


Uit een punt trekt men 2 raaklijnen aan een gegeven cirkel 
A; men beschrijft een cirkel B, die aan de beide raaklijnen 
en «an A raakt; als nw het punt een vaste lijn doorloopt, 
omhult de poollijn van het middelpunt van Bt. o. van A 
een vasten cúrkel. H. v. DINTER. 


Opgelost door Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, H. v. DINTER, 
C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van H. v. Dinter. 


Zijn P het veranderlijke punt, PQ de gegeven lijn, A en 
B de middelpunten, CD de poollijn 
van P tov.A, EF de poollijn van 
B, verder AQ t PQ snijdt CD in T. 
ABP snijdt BD in G, EE in K. 
Straal van A=R, van B=r. 


Nu is 
Ne À Ze Et 
Ee EAP maal AP = Ra 
R(R— 7) 
AUS A == 
us AG REE AK X AB 
R2 R?2 
== 2 TS == 
R2, AK KB Kr 
hesta Pt omge ld 
RH r Rr 


T is een vast punt, nl. de pool van PQ; het midden M 
van AP is dus eveneens een vast punt. Trek MH | EF dan is 
R? + Rr 
2(R+-r) 


De lijn EF omhult derhalve den cirkel uit M. als middel- 
punt met 1/, R tot straal beschreven. 


MH — (AK + KG) — =jiR. 
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VRAAGSTUK 102. 


Voor het geval dat el a2 + b2 wordt gevraagd de 
wortels van de vgl. acos PJ bsint=—=e als een complex 
getal voor te stellen. C. v. SPAENDONCK. 

Opgelost door W. BROCX, FP. T. A. CEDEE, 
H. v. DINTER, C. v. SPAENDONCK, F. J. VAES, 
J. A. WERTENBROEK. 

Oplossing van C. v. Spaendonck. 


De vgl. a cos & + bsin # —=c heeft tot oplossing 


1 a V m2 Ja? — 2 
Ù —= ee ° 

a 09tgr + bg lg 5 

ki en 
Nu isbg ig y= log (EE) 

ET PVE A 
vervangt men 4 door S - d ‚dan verkrijgt men 
na een algebraische herleiding ds: 
CH Ve a2— 7 


TT a 
0 —=?2 —__ zo ) ij ZEE 
WE 5 bg tg + tlog Vert 
waarbij men in het oog houde dat log (— 1) =(@n + 1) 7. 
Oplossing van E.T. A. Cedee, H. van Dinter en 


W. F. Gisolf. 
Voor a cos4 + bsin4f—=c kan men schrijven 
ió — if iô — if 
e Je Ee O—e 
g 2 0 2 B 
es die gen + be Ak 
Stellende e id —z en dus il —=lgz of 4 = — ilgz, wordt 


de vergelijking na herleiding 
(b + ia) 22 —2icz—b + ia =0, 
waaruit volgt 
ict WV — 2 Ha? 4D? 
IE seb io 
EN 
a — ib 


OL 
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Welglet WE a2— 5) — Ig (a — ib), 


b 
ge=lglet Wear) — Wy Ward 02 + bg tg 


2 2 
en dus 4 — bg oe + {lg EA 


Oplossing van F.J. Vaes. 


In het boekje: Goniometrische Studie, grafische behande- 
ling van goniometrische formules en vergelijkingen; gonio- 
metrische oplossing van 2e en 3e machtsvergeliĳjkingen” 
door F. J. Vaes (Gorinchem, J. Noorduyn en Zoon, 1896), 
is de grafische oplossing gegeven van de vergelijking 


acosd J-bsind=c 


als c—= of < Wa? tb? is. 

Beschrijft men een cirkel met straal b, en trekt men 
daaraan de raaklijn BA =a, dan is BOA de hulphoek gp, 
die bij de oplossing ingevoerd wordt; immers de tangens 


daarvan is 7: Wordt OC == ec gemaakt (OC is de straal // AB), 
en CD // OA getrokken, dan bepalen de snijpunten E en F 
met den cirkel de bogen BE en BF, die aan de vergelijking 
voldoen. Want, als EH // AB loopt, is 


EG =S b Sin 05 OT DCOS Ze 
GH — OG 9 p — b cos / EOB X > dus — a cos Z EOB, 


en EG en GH zijn samen c. 

De bijzondere gevallen, die in het boekje zijn uitgewerkt, 
behoeven hier niet verder ter sprake te komen. 

Uit de figuur blijkt, dat bij grooter worden van c,‚ de 
punten E en F tot elkander naderen, en samenvallen als 


CcOsSp=—=b oto of c—= Wa? + U?2. 
4 ij Wa? + b2 ’ 


Bij grootere waarde van c worden de snijpunten imaginair. 
Zij kunnen echter toch nog worden geteekend door gebruik 
te maken van de imaginaire voortzetting van den cirkel. 
Immers als men in @? Jy? =b?, y vervangt door iz, dan 


Bb 


komt er 2? — 2? —=b?, zijnde een gelijkzijdige hyperbool. 
(Men zie hierover Janssen van Raay, Etude sur les quan- 
tités imaginaires en Algèbre, 1894, Erven Loosjes, Haarlem.) 
De gemakkelijkste voorstelling is, dat de cirkel den keel- 
cirkel voorstelt van een omwentelingshyperboloïde. 

In de figuur is de hyperbool geteekend, behoorende bij 
den op de richting CD loodrecht staanden straal. Men moet 
die kromme lijn loodrecht op het vlak van teekening den- 
ken, zoodat als C,D, evenwijdig aan OA getrokken wordt 
door het punt C, (dat den gegeven afstand c tot O heeft), 
het vlak van de hyperbool gesneden wordt in P, en de 
punten Q en R, liggende op de in P getrokken loodlijn op 
het vlak van teekening, de wortelpunten voorstellen. 


NE OP 
Van de imaginaire hoeken die voldoen, is ie de cosinus. 


Ten einde te komen tot een uitdrukking voor de wortels 
kan men gebruik maken van de opvatting, zooals ze bij 
de invoering van hyperbolische sinus en cosinus ter sprake 
komt. Immers worden dan de sinus en cosinus niet opge- 
vat als functies van een hoek, maar in verband gebracht 
met sectoren. 

Voor den cirkel is 

A OG oppervlak sector OBE 
5 D EU 
en evenzoo voor de hyperbool 
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OP oppervlak sector OSQ 
boog cos RE TD 8 
Om de imaginaire hoeken te verkrijgen, die voldoen, 
moet men den straal van den cirkel eerst doen bewegen 
van OB naar OS, en vandaar uit naar. OQ of naar OR; 
dus bestaat het doorloopen oppervlak uit 
sector OBS van den cirkel, en 
sector OSQ of OSR van de hyperbool. 
Daarenboven kan men den draaienden straal nog een wille- 
keurig aantal geheele omwentelingen doen maken, zoowel 
in het vlak van den cirkel als in dat van de hyperbool, 
zonder dat de waarde van de cosinus verandert. 


Neemt men den straal van den cirkel — 1 (dus OC, = 5) 


dan is 
0 —2 sector BOS + 2i X sector OSQ, 


waarbij j aangeeft, dat de 2e draaiing in een vlak loodrecht 
op dat van den cirkel geschiedt, 


of dg bgg EX (OP + WOP? — 1) + 2 mr, 

f‚ daar OP — OO, cos p= Dn 

ot daar OE OLS AV 
0 a cd Wet — a? — b2 


VRAAGSTUK 108. 


Hen parabool raakt een zijde van een driehoek in het 
midden, en het verlengde der twee andere zijden. De lood- 
lijnen van wit de hoekpunten op een willekewrige raaklijn 
neergelaten vormen een harmonische evenredigheid. Bewijs dit. 

C. Vv. SPAENDONCK. 


Opgelost door P. BAKKER, F. T. A. CEDEE, C. v. 
SPAENDONCK, W. H. SCHMELLING, 
C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van C. v. Spaendonck. 


De vgl. van een kegelsnede, die aan de gegevens vol- 
doet is in drielijncoördinaten 


Via + Wop + Very =o (D. 
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Deze is een parabool indien zij raakt aan 
aa + Lb + cy —= 0, dus indien zi OREL). 
Een willekeurige lijn Aa + up + vy == 0 raakt aan (I) 
EE l b C 
indien 7 En jn en len (III). 


Zijn verder p,, #9, P3 de bedoelde loodlijnen, dan bestaat 
tusschen deze en de coefficienten van (III) de bekende be- 
À u y 
trekking — —= —- == — (IV). 
RN Ds Sin 
Elimineert men uit (ID), (III), (IV) 4, À, w, v, zoo ver- 
1 l 


krijgt men pe == — _. 
P1 Pz P3 


Oplossing van F. T A. Cedee. 


Nemen wij voor x en y-as resp. de zijde van den drie- 
hoek, welke in het midden wordt geraakt, en de mediaan 
op die zijde dan is de vergelijking van de parabool 
US DT. 

De coördinaten van de hoekpunten van den driehoek 
zijn dan (—a, 0), (o, b), en (o, —b), waarbij b = ee 
daar ook de beide andere zijden de parabool raken. 

Voor de vergelijking van eene willekeurige raaklijn heb- 
ben we yy — P @ + «), waarbij 1? = 2pe,. 

De afstanden nu van de hoekpunten tot deze raaklijn 
zijn evenredig met de waarden van de uitdrukking yy, — 
pe J- 4/) na substitutie van de coördinaten van die hoek- 
punten, en dus 


h:l: ls = (pr, — Ap) : WA — Yb) : Wi + 110). 
Nu is gy? b2 = (2 pri) X Ee VL eIsdAS 
ls — ke ren 
2 Et 2 2 i 


(lg + lo) : (la — lo) — (ls — bo) : la + lo — 2U), 
lt Hot 2 (ls — li) N 2 (4 — lo). 


Wa — U): U — ho) = hs: ho. 
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VRAAGSTUK 104. 


Door het middelpunt van een ellipsoïde wordt een vlak 
aangebracht, evenwijdig aan het raakvlak in een willekewrig 
punt. Indien dit punt zich op een kromtelijn beweegt, welk 
oppervlak zal dan het vlak door het middelpunt omhullen. 

C. v. SPAENDONCK. 


Opgelost door C. v. SPAENDONCK. 
Oplossing van C. van Spaendonck. 


Zij de kromtelijn bepaald door de ellipsoïde en een homo- 
focale kegelsnede; dus door de vgl. 


ne 2 z2 
men eren Ee 57200 
LOE en 
Pr rd griet 
Het vlak door het middelpunt evenwijdig aan het raak- 
vlak in #”yz heeft tot vgl. 


adden 


Het geldt de enveloppe te Kl van dit -vlak, de 
coëfficienten gebonden zijnde aan de voorwaarden (1) en (2). 

Beschouw x,y, 2 als functies van een veranderlijke, 
bijv. t. De drie vergelijkingen differentieerende volgens deze 
veranderlijke heeft men 


bd y dy Gede 
ETE ETE re 


LAT jen 2 dz 
Arun 
dy z dees 
mn mie tarn? 6) 


Vermenigvuldig (4) en (5) resp. met À en u; tel daarna 
de drie ke op 


(tata) a t (et tad) d + 


6 Àz u de 
He nn Te 


en 
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Laat nu À en u zoo gekozen zijn dat 


2 Àx ux 
IT GAAN 
Re PU 
en AE Par mj il. 
É Àz uz 
0. 


dan is ook RN 2 LL 


Vermenigvuldig deze vgl. resp. met x, y, z en tel ze op; 
men vindt dan: 


u= —À, en enke zoo. ook 7 =— À Ph 
zk 

Eeen 

5 2 + k 


Uit deze betrekkingen en de vgl. van het raakvlak ez, y, z 
elimineerend, verkrijgt men: | 
a? k) 52 b2 k) n° c2 k) 62 
( dE den ao kiek À 


C 


Dit is de vgl. van een tweedegraadskegel. De ruimte- 
kromme, die hij met de ellipsoïde bepaalt, ligt op den bol 
uy? H 22 k=o. 

Deze bol is reëel, want k is negatief; anders zou de 
bovenstaande kromtelijn imaginair zijn. 


VRAAGSTUK 105. 


De beschrijvende lijnen door Enl, een punt op de hyper- 
boloide ax? + by? + ce? = 1, schijnen van wit een vast punt 
fgh, eveneens op de hyperboloide, loodrecht op elkaar te 
staan. Welke is de meetkundige plaats van Ey? 

C, v. SPAENDONCK. 


Opgelost door W. F. GISOLF, C. v. SPAENDONCK. 
Oplossing van C. v. Spaendonck. 


Zij P (£y{) een punt dat aan de gestelde eischen voldoet. 

Een oppervlak van den tweeden graad, dat door de be- 
schrijvende lijnen van P(£y5) en O(fgh) gaat, heeft tot 
val. az? + by? + 22 — 1 + k(afw + bgy + che — 1) (aExr + 
+ by + cie — 1) == 0. 
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Men beschikke nu over & zoodanig, dat deze vgl. twee 
vlakken voorstelt. Daartoe substitueert men voor 


Ef neig Ce 
SRR ket 

Verdrijft men nu (1 +}? uit den noemer, en stelt den 
coëöfficient van À gelijk aan nul, dan vindt men 


2 
aEf + byg + dh —1 


Substitueert men deze waarde van X in de eerste vgl. 
en stelt men in deze de som der coëfficienten van 2, 2 
en 22 gelijk aan nul, dan staan de vlakken loodrecht op 
elkaar. Doch juist dan zullen de beschrijvende lijnen onder 
een rechten hoek gezien worden. 

Volgens hetgeen gezegd is zal de meetk. plaats gegeven 
zijn door de vel. 


L‚yY,Z resp. 


RE 


ax? + by? Jc? — 1 =0, 
en (aJ-b Hc) (afr +bgy deche—l)= 
— 2 (a? fax + b2gy dhg). 
Deze vgl. stellen een kegelsnede voor. 


N.B. De methode, die ik volgde ter bepaling van XK zal 
den lezer geen moeilijkheid opleveren; ik heb er van afge- 
zien ze verder te verklaren. 


Oplossing van W. F. Gisolf. 


Noemt men het vaste punt P, de twee beschrijvende 
lijnen door P, p,‚ en ps, het veranderlijke punt (£ 7 5) A, 
en de beschrijvende lijnen door A a, en as. Het vlak V4 
door P en a, moet nu volgens het gegeven loodrecht staan 
op dat door P en ag (Va); V4 is, omdat het a, bevat, een 
raakvlak, en zal de hyperboloïde noodzakelijk volgens bv. 
Pi moeten snijden; Vs snijdt de hyperboloïde dan, behalve 
langs dg, langs @3. 

Kennen we eenmaal de doorsnede van twee lecteerd 
vlakken, dan is het doorsnijdingspunt van die doorsnede 
met de hyperboloïde, een gevraagd punt A. We kennen 
één punt dier doorsnede nl. P; het komt er dus op aan 
een tweede te vinden. 

Daartoe beschouwen we p, en po, een zeker vast punt R 
op #2, en een willekeurig vlak V door p,; laten we uit R 


sl 


een loodlijn op het vlak V neer, dan is het voetpunt dier 
loodlijn een punt van een der gevraagde doorsneden, zooals 
uit wat boven aangevoerd is, duidelijk blijkt. De meet- 
kundige plaats dier voetpunten is een cirkel; de meet- 
kundige plaats der doorsneden is dus een kegel met den 
top in P, met de hoofddoorsnede volgens het raakvlak in 
P, en waarvan de antiparallelle cirkeldoorsneden loodrecht 
op de lijnen p, en pj staan. 

De doorsnede van dezen kegel met de hyperboloïde zal 
dus zijn de gevraagde meetkundige plaats. De verschillende 
bestanddeelen dezer doorsnede moeten echter verschillend 
geduid worden. Een punt A ontstaat door snijding der 
hyperboloïde met een beschrijvende lijn van den kegel; 
nadert nu deze beschrijvende lijn een der lijnen p, of ps, 
dan blijft het punt A volkomen bepaald, en maken we nu 
gebruik van het beginsel der continuïteit, dan moet ook 
A op p, en po volkomen bepaald zijn, dus hier de dubbel- 
punten der doorsnede van kegel en hyperboloïde vormen. 
Snijdt men nu den kegel nog met den asymptotenkegel, 
na deze gelijkstandig naar P verplaatst te hebben, dan 
blijkt dat de gevraagde meetkundige plaats is een kegel- 
snede, waarvan de aard uitsluitend afhankelijk is van de 
ligging van het punt P, en die niet degenereert, tenzij de 
hyperboloïde degenereert. 


VRAAGSTUK 106. 


Op den omtrek eener ellips is een hoeveelheid massa ver- 
deeld, zoodat elk boogje der ellips dat in het brandpunt een 
oneindig kleinen hoek d& overspant evenveel massa bezit. In 
het brandpunt bevindt zich een materieel punt. Met welke 
kracht wordt dit punt langs de groote as aangetrokken. 

C. v. SPAENDONCK. 


Opgelost door C. v. SPAENDONCK. 
Oplossing van C. v. Spaendonck. 
Ü . 
l —ecos & 


Door het brandpunt F neme men twee voerstralen P, FQ; 
en Ps FQs, die een oneindig kleinen hoek dè insluiten. De 
bogen P, Ps, en Q@ Qo bevatten evenveel massa. Noemt men 
de geheele massa over de ellips verdeeld M, dan is de 


Zij de vgl. der ellips r == 


en 
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massa op de boogjes P, Ps en Q, Qo En indien men dè = 


Zn 4 
zE stelt, waarbij » zeer groot is. 


Op het materieele punt in F werken nu twee krachten 
in tegengestelden zin. De resultante valt in de richting 
van den kortsten van twee tegenovergestelde voerstralen en 
heeft tot waarde gelijk aanstonds EE is 


ne 


De componente van deze kracht in de richting der groote | 


nen  [d Je cos #2 — (1 —e cos 92}, of X 4e cos 0. 


as IS X 4e cos? d, en dus is de som van al deze oneindig 


kleine krachten 


Lim. +4eM Ar 
cost cos?” cost cos? — |: 
De reeks is gemakkelijk te sommeeren. Immers indien 
men de cosinussen door de sinussen derzelfde hoeken ver- 
vangt dan verandert de som der reeks niet. 
Is nu S de gevraagde som dan is 


kiel ik ‚ daar er Ï termen AE 
RE 9 | 
Di h2 
dus sn Of wel invoerende de assen: S= Hg 4 D . 


VRAAGSTUK 107. 


Hen punt P beweegt zich langs een kromme met een snel- 
heid, die omgekeerd evenredig is met den afstand van het 
punt P tot een vast punt O, terwijl de voerstraal OP een 
constante hoeksnelheid heeft. 

1. Toon aan, dat de raaklijn aan de kromme in P met 
standvastige hoeksnelheid om dit punt wentelt. 

II. Bepaal de grootte en de richting der versnelling van 
het punt P. 

III. Bepaal de lengte van den voerstraal, die den boog 
tusschen O en den top A middendoor deelt. 

C. v. SPAENDONCK. 


Opgelost door C. v. SPAENDONCK. 
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Oplossing van CQ. v. Spaendonck. 


IT. De wijze van beweging wordt weergegeven door de 
rn de shoekenelletd pelijk 
vel. — dE EE ij de hoeksnelheid gelij 
aan de eenheid genomen is, en a een constante voorstelt. 


Is nu p de hoek, dien de voerstraal OP met de raaklijn 


in P maakt, dan heeft men sin p = en == BE dus 
r dr 

COS p= 7 ne maar cOS p is ook gelijk aan Vi — ze 

waaruit: — == En 
dp Ar? NEETER RENT, 


dus dp —= 2 dÛ. 

Nu is de hoek tusschen twee opeenvolgende raaklijnen 
dp Jd of wel 3d; m.a. w. de raaklijn wentelt drie- 
maal zoo snel om het raakpunt als de voerstraal om O. 
De hoeksnelheid der raaklijn is dus constant. 

Als toepassing der juist verkregen eigenschap bepalen 
wij den kromtestraal in een punt der kromme. Deze is 
£ ds ds 2 a? 
gelijk bekend is ETE dit is 349 of wel Er Hier- 


van maken wij in Il gebruik. 


II. De versnelling van P in de richting der raaklijn is, 


gelijk uit de mechanica bekend is, in de richting 


AAE 
Oe 
2 

der normaal een indien R den kromtestraal voorstelt. 

In ons geval zijn dus de beide componenten gegeven 
4at dr 6 a? 
WEN af en Ean 5 
De grootte der versnelling is dus gelijk aan 
16aë / dr \? 36 af nf Uden 

„5 (5) + Bd of wel daar (5) 

ds —r2d92 _ 4at— rt Er 4A2 arr 

SPR 107 PT gelijk aan En v 2rt + af. 
Oplossingen van Vraagstukken W.T. Sen jg. | 3 


door — 
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Noem nu den hoek, dien de richting der totale versnel- 
ling met de raaklijn maakt, À. Men heeft dan volgens het 


a? 4at dr 
N E lj == 7 on À == 
parall. van krachten tg À 6 rue vn of wel tg 
BROD le ONE pi dr, \2 
eerd TEE he et Wrede AR 


Is nu p weer de hoek, dien de voerstraal met de raak- 
lijn maakt, dan is de hoek tusschen voerstraal en richting 
der versnelling À — p. Dezen hoek gaan wij nu vinden. 


dr 
Ugh =S gran 
rd 
DE vir 
re 
cg À + igp == a a Drukt men nu cos p sin À 


uit in functies van ctg À en tg p,‚ dan volgter na eenige 
herleidingen 
2at + rt 
2a? Vat + 2r4 
Hiermede is de richting der totale versnelling bepaald. 


cos (À — p) = 


De componente in de richting van den voerstraal is + eN Di 


(2at + rt). Daar de versnelling naar O toe gericht is neemt 
men het minus teeken. Dit laatste zullen wij nog anders 
aantoonen. Daartoe kan men het vraagstuk aldus formuleeren : 
Een punt beweegt zich op een stang, die met stand- 
vastige hoeksnelheid wentelt om een punt O. Welke moet 
de versnelling van het punt zijn langs de stang, opdat de 
snelheid van het punt langs de kromme die het beschrijft 
omgekeerd evenredig zij met den afstand van O. 


ÛÙ \ ES S 
Zij ee de hoeksnelheid, weer gelijk de eenheid. 


Ontbind nu de snelheid van het punt in twee compo- 
nenten, de eene in de richting van de stang, de andere in 


3 Û 
een richting loodrecht daarop. Deze laatste is er 
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De eerste is 
Aat—rf dr der 1 
tanken == Le 4 4 
„2 zE Hieruit TP „5 (4 af + rt). 
Deze uitdrukking zou de geheele versnelling in de richting 


der stang voorstellen, indien het punt P door de draaing 
der stang niet het streven had zich met een versnelling 


ee of 7 op de stang in de richting OP voort te bewegen. 
Om deze versnelde beweging te vernietigen is er nog een 
versnelling noodig — 7. Tel deze bij 2 op, en men vindt 
de geheele versnelling in de richting der stang nl. 


— 5 (2at + rt) gelijk boven reeds gevonden. 


E k NET La rt 
HI. Wij zagen reeds: (5) Te Deel beide leden 


dezer vgl. door rê. Men kan de komende vgl. schrijven 


ran 2 4 1 Ee, : 
sn el hieruit volgt volgens de begin: 


sint 1 n 
selen der ell. functies … =P (S, 4 0), waarbij p de functie 
van Weierstrass voorstelt. 

De kleinste waarde die p(s) kan aannemen is zi Dus 
de grootste waarde van 7 is ap/2. In het eindpunt van een 


voerstraal van deze lengte bevindt zich dus een top. De 
booglengte van O tot den top stellen wij voor door w; zij is 


de halve periode der functie pl 8, el o). De voerstraal nu 


behoorende bij den halven boog is gegeven door 
1 w ee en 
Ton (5) Ks) + We, nd Vee; 
in ons geval 


1 1 1 
72 a? a Za? 
of 
r2 == a? Ie —a(2v2-—2), 


22 


56 


dus CN 
N.B. Het zal iedereen duidelijk zijn, dat onder de gegeven - 
voorwaarde het punt een lemniscaat van Bernouilli beschrijft. 


VRAAGSTUK 108. 


Op drie elkander loodrecht krwisende ribben van een kubus 
ABCDEFGH (van hout of carton), zijn punten P, Q en R 
genomen (op de ribben BC, EF en AH). Men vraagt op den 
kubus zelven de doorsnede. af te teekenen met het vlak, dat 
door P, Q en R bepaald is. (De ribben kunnen niet verlengd 
worden, en geen constructies mogen worden uitgevoerd op 
papier). EF, J. VAES. 


Opgelost door W. F. GISOLF, F. J. VAES, 
C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van F.J. Vaes. 


Men kan een vlak ADQS brengen door Q en AD, en 
een vlak BRTC door R en BCI). 


De sniĳlijn van die vlakken snijdt PR in U. De lijn QU 
ligt in het vlak PQR, en wanneer men het punt kan be- 


1) De letter 7 is uit de figuur weggevallen; het punt 7' ligt op DE. 
In de figuur is een fout, die onmiddellijk in het oog valt. 
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palen waar QU het vlak ABGH snijdt, dan is van de 
doorsnede een zijde, en daarmede alles bepaald. 

Het punt U ligt binnen den kubus, en is dus niet be- 
reikbaar. Wel kan men de lijn PR en de sniĳĳliĳn der 
vlakken projecteeren op vlak ABCD. Het snijpunt U, is 
dan de projectie van het punt U op vlak ABCD. 

Is W de projectie van Q op dat vlak, dan is WU, de 
projectie van de lijn QU. Het punt V, waar WU, de ribbe 
AB snijdt, is dus de projectie van het gezochte punt V. 
Daar dit ook op AS moet liggen, kan het onmiddellijk 
worden aangegeven. 

De zijde RV van de doorsnede, die nu getrokken kan 
worden, snijdt ribbe AB in X; de zijde XP is daardoor 
bepaald. 

Uit Q kan men een lijn trekken // RX, door de lijn 
DY//RX te trekken tot aan ribbe BG, en F4 == GY te 
nemen. (Feitelijk brengt men door Q een vlak // RX en 
AD). Op dergelijke wijze kan uit Q een lijn // X P worden 
getrokken, waardoor dan de geheele doorsnede bepaald is. 


Oplossing van C. Wafelbakker. 


Laten (P P”), (@ Q”) en (RR) de projecties der op drie 
elkander kruisende ribben gegeven punten zijn. 

Wij plaatsen den kubus tegen het verticale vlak en 
noemen vlak ABEF voor-, en vlak CDGH achtervlak 
(== verticale vlak). 

Vlak ABCD wordt als horizontaal vlak aangenomen. 

De doorsnede is een 6-hoek waarvan de zijden twee aan 
twee evenwijdig loopen, en één hoekpunt van dien zeshoek 
voldoet om de overige te vinden. 

Ik zoek snijpunt van ribbe BF met het vlak van PQR 
zorgende binnen de perken der figuur te blijven. 

Breng daartoe door BF een willek. vlak V, V;, waardoor 
ik voor snijding van dit vlak met vlak A PQR eene lijn 
ab vindt, die BT snijdt in L. 

Deze constructie is op den kubus uit te voeren, want 
men behoeft slechts in het grondvlak de lijn V V‚ door B 
te trekken, en door middel van lijnen // ribben en over de 
zijvlakken gaande, de punten a’ en b' over te brengen, om 
op het verticale vlak a” en hb” te vinden, welker verbin- 
dingslijn het punt L” bepaalt, waaruit door een lijn // ribbe 
L wordt afgeleid, 
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Daar PL // RK is, moet in het achtervlak een lijn RK 
[/ PL getrokken worden, hetwelk het eenvoudigst geschiedt 
door A PLB, welke met A KR’H gelijkvormig is, door 
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middel van liniaal en passer (of maatstok) over te brengen, 
waarna men slechts KR” in hetzelfde vlak // PL behoeft 
te trekken. 
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ome me S 


Nadat K bekend is, construeert men op dezelfde wijze 
PI// KQ, en de overige zijden van den 6 hoek ontstaan 
verder door verbinding der reeds gevonden punten. 


Oplossing van J. A. Wertenbroek. 


Projecteer een der. zijden van APQR, bijv. PR op 
ABCD en ABGH als projectievlakken. Deze projecties 
zijn AP en BR. Nu stelle men zich voor dat door Q in 
't vlak van A PQR een lijn getrokken is, die PR in een 
punt (bijv. het midden M) snijdt. Q’ M' en Q’ M’, waarbij 
M' en M' de middens zijn resp. van BR en AP en Q’ en 
Q' zóó op GH en CD gelegen zijn, dat PG Q' =QF= 
CQ, zijn dan de projecties van die lijn. Deze lijn zal òf 
het zijvlak ABG H, òf het zijvlak A BCD snijden. Laat 
het eerste het geval zijn; het bedoelde snijpunt S wordt 
dan gemakkelijk gevonden als snijpunt van Q M met het 
projectievlak A BG H, waardoor nu tevens twee zijden nl. 
RI (RS snijdt AB in I) en IP van de gevraagde door- 
snede gevonden worden. 
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Gebruikmakende van de eigenschap, dat elke twee overst. 
zijden van den doorsnede-zeshoek // loopen, volgen de 
overige zijden gemakkelijk. 


VRAAGSTUK 109. 


Gevraagd een driehoek te construeeren als gegeven zijn de 
som der loodlijnen op de opstaande zijden, de loodlijn op de 
basis, en de tophoek. V. Tu. v. D. VEN. 


Opgelost door Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, 
W. F. GISOLF, V. Tr. v. D. VEN, C. WAFELBAKKER, 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van V. Th. van de Ven. 


Analyse. Verleng in A ABC de loodlijn AL met MB; 
zoodat AH’ == som. — Trek H'E / AC, dan is DC de 
som der opstaande zijden. Van A DCE zijn dus bekend, 
een rechthoekszijde DE == som. Z ACE == tophoek, en 
L DEC == 90°, dus DC te construeeren. Maak FA = AC 
en BG = BO, en trek FJ / AC en GJ // CB, en door C 
de lijn IH // AB, dan zijn FICA en CHGB ruiten, dus 
de loodlijnen uit C zijn 
gelijk aan de 3e gegevene 
loodlijn. — C ligt dus op 
de bissectrice van den 
tophoek IJH — en IH 
—= FA + BG == som der 
opstaande zijden. — Van 
A KCJ is dus bekend 
CK == loodlijn op de ba- 
sis, £ KJC == 1, top- 
hoek en / K = 90°, dus 
CJ is te construeeren. 
Van A 1HJ is dus be- 
kend basis, tophoek en 
bissectrice, dus is te con- 

strueeren. Het punt C is 
dus te construeeren. Trek uit C nu AC / FJ en CB // JG, 
dan CR Ll op IH, en door R de lijn / IH, dan is A ABC 
de gevraagde. 


41 


Oplossing van J. A. Wertenbroek. 


Zij A ABC de gevr. driehoek, waarin AD, BE en CF de 
hoogtelijnen zijn, en waarvan gegeven is AD + BE, CF 
en Z/C. Wij nemen op het verlengde van AC, AG == BC, 
en laten uit G de loodlijn GH op BC neer. Gemakkelijk is 
aan te toonen dat GH == AD + BE, zoodat CG —= AC — 
CB uit de gegevens te construeeren is. Vervolgens trekken 
wij door C een lijn // AB, en nemen hierop CI —= CB en 
CK == AC, en trekken door K en Il lijnen // AC resp. 
BC, snijdende AB resp. in L en M, en elkaar in N. ACKL 
en BMIC zijn dan ruiten, zoodat C op gelijke afstanden 
van KN en NI ligt, m.a.w. NC is bissectrice van / N, 
welke hoek gelijk is aan den geg. tophoek C, terwijl de 
lengte van de loodlijn CP uit C op MN gelijk is aan de 
geg. hoogtelijn CF. Uit den rechth. A CPN kan dus 
NC geconstrueerd worden, zoodat nu van A KIN bekend 
is: basis (Kl —= AC + CB), tophoek (= /C) en bissectrie 
NC van den tophoek. Genoemde driehoek is met deze ge- 
gevens gemakkelijk te construeeren. Is deze driehoek ver- 
kregen, dan volgt de gevraagde zonder veel moeite. 


Oplossing van W. F. Gisolf. 


Zooals bekend is, kan van een driehoek, waarvan de 
som der hoogtelijnen op 2 zijden en de tophoek bekend, de 
som dier twee zijden geconstrueerd worden. 

Past men op de opstaande zijden van een driehoek van 
uit den top de halve som dier zijden uit, dan gaat de ver- 
bindingslijn der uiteinden door het midden der basis. Om 
de basis in dit geval te construeeren, moet men dus een 
raaklijn trekken aan een cirkel met het middelpunt in den 
top en een straal gelijk aan de gegeven hoogtelijn; welke 
raaklijn door de even genoemde verbindingslijn tusschen 
de opstaande zijden moet worden gehalveerd. 

Daartoe construeert men den symmetrischen cirkel ten 
opzichte van die verbindingslijn en construeert aan de dan 
aanwezige twee cirkels de twee gemeenschappelijke snijdende 
raaklijnen. Deze vormen dan de basis van twee congruente 
driehoeken, die aan de opgave voldoen. 

Voor de mogelijkheid der constructie is dus vereischt, 
dat de hoogtelijn h, kleiner zij dan s cos Ja, als « de 
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tophoek en s de halve som der opstaande zijden is; en 
daar 2s = h sec a, als h de som der hoogtelijnen is, 
zoo moet 


h cos Ja 
AEO, coen 
of Oh, eos a << h eos a. 


Oplossing van H. v. Dinter. 


Daar de som der hoogtelijnen h, en A, en de tophoek 
A gegeven zijn, is ook gegeven de som 
der opstaande zijden b en c. 

Zij nu ABC de A; we trekken den 
omg. cirkel o, en de middellijn DE 1 BO; 
deze snijdt BC in F; verder DG | AB; 
GF snijdt AD in N; AL | DE. Men ziet ? 
onmiddellijk dat AD bissectrice van A 
is, en AE buiten-bissectrice. Daar nu 
BDFG en BDAE 2 stellen concyclische 
punten zijn is GEN // HA, en dus | AD. Trek nu FH // AB, 
dan ziet men licht in dat TH — 4 L(b +-c); maar GFHA is 
een parallelogram, dus ook AG =d (b + c). 

Nemen we nu ‘den hoek A in positie gegeven aan; dan 
vinden we onmiddellijk het punt G, de lijn GD en het 
punt D, daar AD bissectrice van A is, verder GN en het 
punt N. 

Nu is DG? = DA X DN = DF X DL = DE (DE he) 

Van de lijnen DF en DL zijn dus produkt en verschil 
bekend, waaruit zij gemakkelijk gevonden worden; de basis 
BC wordt dan gevonden als gemeenschapp. raaklijn aan 2 
geg. cirkels, nl. uit D met DF als straal, en uit A met 
AK als straal. 

Voor de mogelijkheid der constructie is noodig en vol- 
doende, dat men heeft 


DF + AK SAD 
VhaA4GD? A 


Nu IS DE om ee Oe 


en 2GD =(b +c) tan De sec 5 
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v ho? + (b + 0)? tan? en 


dus Re an 
ha be A 
ine zn. 
NE AE 
of na herleiding h, + hp 24 ha sin oe 


Oplossing van Mej. Dr. A. A. Dalhuisen. 


Oplossing. Gegeven de loodlijn (hoogtelijn) op de basis 
hz==p; de som der hoogtelijnen op de opstaande zijden 
h, + A9 =gq, en de tophoek C =a. Gevraagd de driehoek 
te construeeren. 

Analyse. Zoek eerst de som der opstaande zijden a + b 
uit de som van hjen hy en sin C; zoek daarna de basis c 
met behulp van den cosinusregel in den driehoek, dan is 
de driehoek te construeeren. 


Berekening. hj =b sin C=bsinea; hj =asinC==asina. 


Dus Ji Hp =(a Hb) sin «,ofa tb OR 1) 


De cosinusregel geeft: 

2 —=a?db2—2 ab eos C = a? + b2 — 2 ab cos a, of 
Gl Oelen) anr (lS COS A)rhn st deedether ee. … B) 
Daar men heeft: 

Grohl of daar hj =b sima, hep die=p:bsine,is 


ZEN err 
absina —=cp, dus WO RRA lts. “5) 


Substitueer 1) en 3) in 2), dan is: 


q? 2 pc 
pn en 
C Sin? si (1 + cosa), of 


— 0. Dus 


ee) 


sin « ed 


en (L + cos «) + AEO q 


: of 
sin « sin « sina” 


Lt 


sin « TEC Sin en « sin « 


Het minteeken vóór het wortelteeken geeft geen geldige 
oplossing. 


Constructie. 
1 + cosa 
Construeer id Sp ee verder El Ee 
sin « sin « 
en daarna W/72 Js? = t, dan zal c = — r + t zijn. 


De driehoek is dan te construeeren met behulp van de 
bekende segmentconstructie, daar de basis, de tophoek en 
de hoogtelijn op de basis bekend zijn. 


VRAAGSTUK 110. 


Welke vierkanten hebben op de plaats der honderdtallen 
een 0? H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door W. H. SCHMELLING, 
H. G. A. VERKAART, C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van H. G. A. Verkaart. 


Wij stellen ons eerst de vraag: Welke stellen eind- 
cijfers met een O op de plaats der honderdtallen zijn bij 
vierkanten mogelijk ? 

De paren eindcijfers, die bij vierkanten kunnen voor: 
komen, zijn: 


OON E 
Ol, 21, 41, 61, 81, 
04, 24, 44, 64, 34, 


16. 36, 56, 76, 96, 
09, 29, 49, 69, 89. 


Een even vierkant is een 8-voud of een 8-voud + 4. 
Daar de even stellen, zooals vanzelf spreekt, getallen 
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zijn, door 4 deelbaar, kunnen alle even stellen voorafgegaan 
worden door een 0. 

Een oneven vierkant is een 8&-voud-—+ 1. Is het cijfer 
der honderdtallen O, dan moet dus het getal, door de 2 
andere cijfers voorgesteld een 8-voud —+- 1 zijn, zoodat dus 
vervallen de stellen 21, 61, 29 en 69. 

Nu is het verder niet moeilijk worteluitgangen op te 
sporen , die bij een bepaalden vierkantsuitgang behooren; b.v: 

Een getal te vinden, dat in het vierkant uitgaat op... 076. 

Het getal kan eindigen op 4 of 6. 


A) (10p + 4)? == 100p + 80p? + 16 
Sp +1 eindigt op 7 
8p op 6 
p op 2 of 7. 
A!) (100m + 242 == 1000-voud + 800m + 576 
8m +5 eindigt op 0 
onmogelijk. 
A") (100m + 74)? == 1000-voud + 800m J- 5476 
8m + 4 eindigt op 0 
8m op 6 
m Opsan0f Ze 
B) (10p + 6)? —= 100p? + 120p + 36 
2p +8 eindigt op 7 
2p op 4 
| p op 2 of 7. 
B’) (100m + 26)? — 1000-voud + 1200m + 676 
2m +6 eindigt op O 
2m op 4 
m op 2 of 7. 
B’) (100m + 76)2 == 1000-voud + 1200m + 5776 
2m +7 eindigt op 0 
onmogelijk. 
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In ’t geheel vinden we dus bij den vierkantsuitgang 076 
de worteluitgangen 274, 774, 226 en 726. 

We zullen ook nog de worteluitgangen zoeken, behoorende 
bij den oneven uitgang.... 041. 

Het cijfer der eenheden is 1 of 9. 


A) (1lOp + 1)? == 100p2 + 20p +1 
2p eindigt op 4 
p op 2 of 7. 
A") (100m + 21)? == 1000-voud + 200m + 441 
2m J-4 eindigt op O 


2m op 6 
m op 3 of 8. 
A") (100m + 71)? == 1000-voud + 200m + 5041 
2m eindigt op 0 
m op 0 of 5. 


B) (lOp + 92 —= 100p? + 180p + 81 
8p +8 eindigt op 4 
8p op 6 
p op 2 of 7. 
B’) (100m + 29)? == 1000-voud + 1800m + 841 
8m +8 eindigt op O 
8m op 2 
m op 4 of 9. 
B') (100m + 79)? — 1000-voud + 1800m + 6241 
8m +2 eindigt op O 
8m op 8 
m opeie0t6. 
In ’t geheel vinden we bij den vierkantsuitgang O41 de 


worteluitgangen 821, 821, 071, 571, 429, 929, 179 en 679. 
Wij zullen nu nagaan of steeds bij elk even stel eind- 
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cijfers van het vierkant 4 stellen eindcijfers van grond- 
tallen behooren en bij elk oneven stel 5. 

Laten P en Q twee getallen van 3 cijfers zijn (waarin 
op alle plaatsen nullen kunnen voorkomen). 


P2 — Q2 == 1000 voud. 
(P + Q) (P — Q) = 1000 voud. 
P en Q zijn tegelijk even of oneven. 


Veronderstellen we, dat P geen 5 voud is, dan is Q dat 
ook niet. Alle factoren 5 moeten dan aanwezig zijn in 


P + Q of in P — Q. 
1. P en Q even. 
a) P + Q door 125 deelbaar, dus — 250 mm. 
P — Q == 250 m — 2 Q. 
m (125 m — Q) even. 


Daar Q even is, moet ook m even zijn, dus m —= 
2, 4 enz. 


P + Q eindigt op 500 of 000. 


b) P — Q door 125 deelbaar, dus —= 250 m. 
P + Q == 250 m + 2 Q. 
m (125 m + Q) even. 
m even, dus 2, 4 enz. 
P — eindigt op 500 (000 geeft P == Q). 


Bij alle even kwadraatuitgangen behooren dus 4 
worteluitgangen, nl. P; 500 — P; 1000 — P en 500 + P. 
Is er dus een gevonden, dan kan men onmiddellijk 


(D) 


de andere 8 opschrijven. 


II. P en Q oneven. 
a) P + Q door 125 deelbaar, dus == 250 m. 
P — Q= 250 m— 2 Q. 
m (125 m — Q) even. 
Hieraan voldoen alle waarden van m 
Dus P + Q eindigt op 250, 500, 750 of 000. 


Ke 
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b) P — Q door 125 deelbaar, dus — 250 mm. 


P + Q = 250 m + 2 Q. 
m (125 m + Q) even. 


Dit is ook weer voor elke waarde van mm het geval. 


P — Q eindigt op 250, 500 of 750; (000 geeft weer 
Pael). 

In ’t geheel behooren bij een oneven uitgang dus 3 
worteluitgangen, nl.: 


P; 250 + P; 500 + P; 750 + P en 1000 — P. 


Men heeft dus slechts 1 worteluitgang te bepalen. 

Bij het begin van dit onderzoek hebben we de voor- 
waarde gesteld, dat P en Q geen 5 vouden waren. De 
kwadraatuitgangen 000 en 025 blijven dus nog ter 
bespreking over. Bij den eersten behooren alle wortel- 
uitgangen, die op twee nullen eindigen, dus 000, 100, 
..., 900, in ’t geheel 10 stel. Rest nog te onderzoeken 
de uitgang 025. Hier moet de wortel blijkbaar eindigen op 
5, en is dus van de gedaante 10 p + 5. Het citer der 
honderdtallen in den wortel heeft geen invloed op dat in 
’t vierkant, zooals gemakkelijk is in te zien. 


(LO p + 52 —= 100 p? + 100 p + 25. 


Zal men op de plaats der honderdtallen een nul krijgen, 
dan moeten we hebben: 


p (p +- 1) == 10-voud. 


Tp even en 5-voud, uitgang. …. … … 0ä 
IT p oneven en 5-voud, ze oe at he EN 
HI p + 1 even en 5-voud, uitgang . . . 95 
IV p + 1 oneven en 5-voud, ie 


Daar ’t cijfer der honderdtallen willekeurig is, zijn er 40 
worteluitgangen, behoorende bij den vierkantsuitgang 025. 
In ’t geheel heeft men 
10 X 4 + 6 X 8 + 10 + 40 = 138 uitgangen van 8 
cijfers die, in ’t vierkant gebracht, een nul op de plaats 
der honderdtallen vertoonen. 


lache 
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VRAAGSTUK 111, 


Door een gegeven lijn een vlak te brengen, zóó dat de 
sinussen van de hoeken, die het met de twee projectievlakken 
maakt, een gegeven verhouding hebben. Wi OIKOT, 
Opgelost door C. A. CIKOT, Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, 

W. F. GISOLF, J. A. WERTENBROEK. 
Oplossing van J. A. Wertenbroek. 

Laat de hoek, van het gevraagde vlak met het hor. 
proj. vlak «,‚ die met het vert. proj. vlak 9 zijn, en zij 

mep 


gegeven Er nn Verder maakt de geg. lijn / / ò, en ò, 


met het hor. resp. vert. proj. vlak, terwijl A en B zijn 


snijpunten zijn met het hor.-, resp. vert. proj. vlak. 

Gemakkelijk is aan te toonen, dat het snijpunt C van 
het gevraagde vlak met de as van projectie, zóó daarop 

gat AC — psind De EA 
gelegen is, dat S= EE m.a. w. het pun is zóó 
op die as gelegen, dat zijn afstanden tot 2 vaste punten 
A en B een constante verhouding hebben. Daarom vindt 
men het punt C als snijpunt van de as met een bol, be- 
schreven met PP, als middellijn (P en P, zijn harmonisch 
gelegen t.0.z. van A en B, waarbij AP:PB == AP, : BP, = 
=— p sin ò, : q sin d,). 

Dat deze bol ten minste één punt met de as gemeen heeft, 
en dat er dus ten minste één vlak gevonden wordt, wordt 
uitgedrukt door de voorwaarde: 


rn 


Oplossing van W. FE. Gisolf. 


We veronderstellen gemakshalve den hoek tusschen de 
twee projectievlakken recht. 

In het vlak dat aangebracht moet worden, kan men zich 
een punt denken. dat op de bissectrice ligt van den hoek 
door beide doorgangen gevormd. De verhouding van de 
afstanden van dit punt tot beide projectievlakken is dan 
de verhouding der sinussen, die gegeven is. Zulk een punt 
is in de gegeven lijn ook aan te wijzen. Om dit punt te 
vinden gaat men als volgt te werk: 

Men slaat het eene projecteerende vlak der lijn / om de 
lijn in het andere om, alle projecteerende lijnen der punten 

Oplossingen van Vraagstukken W.T. 5en jg, 4 
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van 4 liggen dan in een vlak, maar niet in elkaars ver- 
lengde. Denkt men zich nu in dit vlak alle merkwaardige 
punten als in ’t bizonder bv. het horizontale doorgangs- 
punt D en de doorgangen der projecteerende vlakken aan- 
gegeven, dan kan men bv. D vasthouden, de verticale 
doorgang van het verticaal projectvlak om het verticale 
doorgangspunt van / laten draaien tot hij in het verlengde 
van de verticale doorgang van het horizontaal projecteerend 
vlak valt, en dan het uiteinde U van dien gedraaiden door- 
gang met D verbinden, men verkrijgt alsdan een driehoek, 
rechthoekig in R,‚ en waarvan de lijnen evenwijdig aan RU 
de projecteerende lijnen van de punten der lijn aangeven. 

Om in dezen driehoek nu een lijn te trekken, die door 4 
in de gevraagde verhouding gedeeld wordt, is zeer een- 
voudig. Het snijpunt met 4 is een punt, als boven bedoeld. 

Dit punt is dus het snijpunt van de bissectrice van den 
driehoek, gevormd door beide doorgangen en 4, met 4; 
men heeft dus nu nog het punt te construeeren, dat / 
tusschen de beide doorgangspunten in dezelfde verhouding 
verdeelt; de bol, op de lijn tusschen deze twee punten als 
middellijn beschreven, bevat de toppen der driehoeken, als 
hier bedoeld; de snijpunten van dien bol met de as zijn 
dus de gevraagde punten. 

Zondert men voor de hand liggende bizondere waarden 
der sinussen als O en 1 uit, dan blijkt, dat een bizondere 
oplossing verkregen wordt, als men het punt vindt in het 
midden van U tusschen de doorgangspunten; de bol wordt 
dan een plat vlak Lt 4 en het oneindig verre vlak, zoodat 
de oplossing dan o.a. bevat een vlak evenwijdig aan de as, 
zooals a priori ook duidelijk is. 


VRAAGSTUK 112. 


In „Stereometrische vraagstukken” van ondergeteekende 
komt op bl. 81 het volgende vraagstuk voor: 

„Als in een viervlakkenhoek de sommen van de overstaande 
hoeken gelijk zijn, kan om dien viervlakkenhoek een omwen- 
telingskegel worden beschreven. (Uit het ongerijmde)” Men 
verlangt van deze eigenschap een rechtstreeksch bewijs. 

C. A. Crkor. 


Opgelost door C. A. CIKOT; J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van C. A. Cikot. 
Zij TABCD de viervlakkenhoek, A, B, C, D de hoeken, 


nt Sn dn dn mcn 
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dan is dus: A +C=B—+D; dit kan men ook zóó schrij- 
ven: A —B=bD-—C0. Breng nu door TA een vlak aan dat 
met TAB een hoek — B maakt en TBC volgens TG snijdt; 
breng ook een vlak aan door TD dat met TCD een hoek 
maakt == /C, en laat dit vlak de zijde TBC volgens TE 
en het overige hulpvlak volgens TF snijden. Er is nu een 
drievlakshoek TEFG ontstaan, en daarin gaan de vlakken 
die de hoeken middendoor deelen door één lijn; maar de- 
zelfde vlakken deelen de zijden TAD, TDC en TAB recht- 
hoekig middendoor (omdat er gelijkbeenige drievlakkenhoeken 
ontstaan zijn). Daar nu de vlakken die drie zijden van den 
viervlakshoek rechthoekig middendoor deelen, door ééne lijn 
gaan, is die lijn de as van een omwentelings-kegel die door 
de 4 ribben gaat. 
VRAAGSTUK 113. 


Bewijs rechtstreeks de (met Vraagstuk 112) overeenstemmende 
eigenschap voor een viervlakkenhoek, waarin de sommen van 
de overstaande zijden gelijk zijn. Ger Ar GTKOT 

Opgelost door C A. CIKOT, J. A. WERTENBROEK. 

Oplossing van C. A. Cikot. 

De gelijkheid a + c —= b + d schrijft men ook hier: 
c — b =d — a; door deze verschillen als in het vorig 
vraagstuk aan te brengen, bewijst ‘men hier dat de vlakken 
welke drie tweevlakshoeken middendoor deelen, door ééne 
lijn gaan. 

VRAAGSTUK 114. 

De beweging na te gaan van het zwaartepunt van twee 
even zware stoffelijke punten, die beide een rechtlijnige bewe- 
ging hebben; het eene beweegt zich eenparig, het tweede een- 
parig versneld, zonder aanvangsnelheid ; de twee wegen liggen 
niet im één vlak. CRA OEROTG 

Opgelost door C. A. CIKOT, W.F.GISOLF, FJ. VAES. 

Oplossing van C. A. Cikot. 


Veronderstel eerst dat de twee punten loopen langs twee 
elkaâr snijdende lijnen, en dat ze hun beweging gelijktijdig 
beginnen, dan is de beweging van hun zwaartepunt die 
langs een parabool. De plaats van het zwaartepunt bij de 
werkelijke beweging vindt men nu door uit de punten van 
de eerste parabool lijnen te trekken evenwijdig met en half 
zoo groot als de lijn die de beginpunten der twee bewe- 
gingen op de twee oorspronkelijke lijnen verbindt. De uit- 
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einden van dié evenwijdige lijnen liggen ook op een parabool, 
congruent met de eerste. 


VRAAGSTUK 115. 


Door een gegeven punt een vlak aan te brengen, zóó dat 
de driehoek gevormd door zijn drie doorgangen gelújkvormig 
is met een gegeven driehoek. Discussie. C. A. Crkor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, 
W. F. GISOLF, W.H. SCHMELLING, 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Het gegeven punt kan voorloopig buiten beschouwing 
blijven; als men een vlak heeft, waarvan de doorgangen 
aan den eisch voldoen, voldoen die van een vlak evenwijdig 
daarmêe eveneens. Het vraagstuk is nu het omgekeerde 
van dit: Op een gegeven driehoek als grondvlak een 
tetraëder construeeren, waarin de drie hoeken aan den top 
recht zijn. De projectie van den top op het grondvlak is 
het hoogtepunt daarin; richt men dus omgekeerd in het 
hoogtepunt van den gegeven driehoek een loodlijn op, en 
construeert men daarvan het snijpunt met den bol op een 
van de zijden als middellijn beschreven, dan is dat snijpunt 
de top van de pyramide. Zet men de opstaande ribben 
daarvan langs de drie assen, van af hun snijpunt, uit, 
dan zijn de verkregen uiteinden de punten waarin zoo’n 
bedoeld vlak de assen snijdt. — Opdat het vraagstuk 
mogelijk zij moet de gegeven driehoek scherphoekig zijn. 
Er voldoen dan vier vlakken. 

Oplossing van W. EF. Gisolf. 

Het is in de gewone axonometrie een der allereerste 
vraagstukken bij gegeven tafreeldriehoek de parameters te 
bepalen, d. w. z. de stukken te bepalen, die het tafreel 
van de drie rechthoekige assen afsnijdt. Zooals bekend is, 
worden daartoe in den driehoek de hoogtelijnen getrokken, 
op één der zijden bv. een halve cirkel gezet, de hoogtelijn 
op die zijde tot snijding met den halven cirkel doorgetrok- 
ken en dit snijpunt met de uiteinden der zijde verbonden. 
De verbindingslijnen geven dan de grootte der parameters 
aan die bij die uiteinden behooren. 

Ditzelfde kan geheel onveranderd hier worden toegepast 
en, zonder kennis der axonometrie, uiteengezet. De voor- 
waarde dat het vlak van den driehoek door het gegeven 
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punt moet gaan, laat men zooals bij alle dergelijke vraag- 
stukken eerst vervallen, en voert die op het eind weer in. 


VRAAGSTUK 116. 


Door een punt binnen een ellips een koorde te trekken zóó, 
dat het product van hare twee stukken a) maximum, b) mini- 
mum zij. C. A. Crkor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, Mej. D. A. CREMER, 
Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, W. H. SCHMELLING, 
| J. A. WERTENBROEK. 


Oplossingen van C. A. Cikot. 


Eerste manier: Door differentiaalrekening. 

Tweede manier, ook gevolgd door Mej. Cremer en J. 
Wertenbroek. Voor een punt binnen een cirkel is het 
bedoelde product, zooals men weet, constant. Beschouw nu 
de ellips als de projectie van een cirkel; de stukken van 
de koorde evenwijdig aan de groote as zijn onverkort ge- 
projecteerd, de stukken van al de andere koorden worden 
door het projecteeren verkort; derhalve is het product van 
de stukken der koorde evenwijdig met de groote as maxi- 
mum. Eveneens blijkt dat het product van de stukken der 
koorde die evenwijdig met de kleine as, minimum is. 

Derde manier. Voor twee standen van de koorde die ter 
weerszijden oneindig weinig van den gevraagden stand 
afwijken, zullen de producten gelijk zijn; de vier uiteinden 
liggen dus op éénen cirkel. Bij den overgang tot de limiet 
blijkt dat de gevraagde koorde de punten verbindt waar 
de ellips door een cirkel aangeraakt wordt. Daar bij een 
cirkel de raaklijnen gelijke hoeken met de raakkoorde 
maken, en die lijnen hier tevens raaklijnen aan de ellips 
zijn, moet die koorde evenwijdig met een van de twee 
assen zijn. 

VRAAGSTUK 117. 


Dezelfde vraag als in Vraagstuk 116 voor een punt binnen 

eene ellipsoïde. C. A. Cikor. 
Opgelost door C. A. CIKOT. 
Oplossing van C. A. Cikot. 

Even als een ellips door vervorming uit een cirkel kan 
ontstaan, kan eene ellipsoïde uit een bol ontstaan, door 
de afmetingen in twee onderling loodrechte richtingen even- 
redig te verkleinen. De lijnen // de groote as blijven dan 
onverkort, die // de kleine as, zijn het sterkst verkort. 
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Even als in het vorig vraagstuk blijkt nu dat de uiterste 
waarden bereikt worden voor de richtingen evenwijdig met 
de groote en met de kleine as. 


VRAAGSTUK 118. 


In een wig van Wallis den maximum rechten cilinder te 
beschrijven. C. A. CikKor. 
Opgelost door C. A. CIKOT, 
Mej. Dr. A. A. DALHUISEN (2 opl). 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Stel den straal van het grondvlak == 7, de hoogte — h; 
als de hoogte van den maximum cilinder = 4 is, vindt 


„2 
men voor het grondvlak: Ee (h—y), en dus voor den 


inhoud: Ze — Yy) y; deze uitdrukking wordt maximum 
voor y — 4 h; de inhoud is dan: 4 z7*h = 4 wig. 
Oplossing van Mej. Dr. A. A. Dalhuisen. 

Zij ACBD de cirkel, waarlangs de rechte, die OZ 
staat, glijdt, dan zijn GA, OD, HB en OC vier standen. 
van die rechte. De rechte cilinder, die in deze wig be- 
schreven kan worden, heeft tot grond- en bovenvlak een 
ellips, waarvan de halve groote as constant is. De inhoud 
van dien cilinder is dus maximum, 
als het product van de halve kleine 
as dier ellips met de hoogte van den 
cilinder maximum is. Dit product is 
de inhoud van een rechthoek, beschre- 
ven in A OCD en volgens een be- 
kend vraagstuk uit de planimetrie, is 
deze inhoud maximum, als de breedte 
van den rechthoek —= de halve hoogte 
van dien driehoek. Dus het middelpunt N der ellips, die 
den cilinder begrenst, ligt op het midden van de verbin- 
dingslijn van den oorsprong met het middelpunt van den 
gegeven cirkel. Deze redeneering geldt onveranderd voor 
’t geval de richtlijn een ellips is. 


VRAAGSTUK 119. 


In ieder van de zijden van een drievlakkenhoek trekt men 
door het hoekpunt een lijn zóó, dat de vlakken, welke door 
die lijnen en de overstaande ribben gaan, elkander volgens 
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dezelfde lijn snijden. Bewijs, dat ook door ééne lijn zullen 
gaan: a) de vlakken, die door de ribben gaan en door de 
lijnen, die in de overstaande zijden isogonaal verwant zijn 
met de eerste; b) de vlakken, die met de eerste isogonaal 
verwant zijn ten opzichte van de zijden. CAR OIKOT: 


Opgelost door C. A. CIKOT, W. H. SCHMELLING. 
J. A. WERTENBROEK. 


a. Oplossing van C. A. Cikot. 


We snijden den drievlakkenhoek voor a) door een vlak 
dat gelijke stukken van de ribben afsnijdt; de doorgangen 
van de drie oorspronkelijke vlakken op dat snijvlak gaan 
door één punt; de doorgangen van het tweede drietal vlak- 
ken zijn met de eerste, ten opzichte van de doorsnede 
isotomisch verwart, en gaan dus ook door één punt, 
waaruit volgt dat de bijbehoorende vlakken door ééne 
lijn gaan. 

b. Oplossing van CG. A. Cikot. 


Voor 6) snijden we door een vlak dat gelijke hoeken 
met de zijden maakt; de doorgangen van het eerste drie- 
tal zijn dan, ten opzichte van de doorsnede, isogonaal 
verwant met die van het tweede drietal; om dezelfde reden 
als in 4) gaat nu het tweede drietal ook door ééne lijn. 


VRAAGSTUK 120. 


Men vraagt een kort meetkundig bewijs voor de eigen- 
schap: De raaklijn in een willekeurig punt van een parabool 
maakt gelijke hoeken met de as en met de beschrijvende lijn 
van den omwentelingskegel. op welks oppervlak de parabool 
ligt. (Voor een meer ingewikkelde oplossing, zie „Vraag- 
stukken Wiskundig Genootschap”, no. 220, 1860—1865). 

GaAs GIKOT: 


Opgelost door C. A. CIKOT, Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, 
W. H. SCHMELLING, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Laat A het bedoelde punt van de parabool zijn, AB de 
lijn evenwijdig met de parabool-as, TAC de beschrijvende 
lijn, en B en C de snijpunten van die lijnen met een- 
zelfde cirkeldoorsnede, die verder de raaklijn in A in het 
punt D snijdt; CD is dus de raaklijn in C aan den cirkel, 
en daarom is / ACD recht; ook is, aangezien AB. // as, 
Z ABD recht. De doorsnede van het vlak TCB met den 
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kegel (opgevat als lichaam, afgesloten door bovengenoem- 
den cirkel) is een gelijkbeenige driehoek, waarin AB // een 
been, wat geeft: AB = AC; de A A ABD en ACD zijn 
nu congruent, waaruit het gestelde volgt. 

Oplossing van Mej. Dr. A. A. Dalhuisen. 

Te bewijzen: / DPC = / CPG. 

Het brandpunt F der parabool zal het raakpunt zijn van 
den bol, in den omwentelingskegel, waarop de parabool 
ligt, beschreven en rakende aan het vlak der parabool, 
met dat vlak. Immers ligt F op AB, de as der parabool, 
terwijl, als IG de sniĳlijn van het vlak der parabool met 
dat van den raakcirkel van kegel en bol is, PG == KL = 
—= PD = PF, en Al == AH = AF, waarin D het snyjpunt 
der beschrijvende lijn 
TP van den kegel met 
genoemd en raakcirkel 
is, en PG // BA // KL. 

Neemt men op de 
raaklijn in P aan de 
parabool getrokken, 
een punt C, en trekt 
men CF en CD, dan 
is A “DPO ESE 
daar PG KORE 
PD, CF =CD (raaks 
lijnen aan den bol). 
Dus / DPC SEE 
en daar, volgens de 
continuïteit van ellips 
en parabool, de raaklijn PC den hoek van den voerstraal 
met PG halveert, is / GPC = / FPC. Dan is ook / GPC = 
Z DPC, wat te bewijzen was. 


VRAAGSTUK 121. 


Hen algemeene Wallace-lijn is gegeven door het punt P 
op den omgeschreven cirkel en den hoek, dien de lijnen uit 
P inslwiten met de zijden, alzoo door (Pa), « te rekenen 
van 0° tot 180°. | 

Toon aan, dat de hoek Ò, dien twee Wallace-lijnen met 
elkaar insluiten, gevonden wordt wit: 

20 =y dt 2(9 — 4) 2 
als de 2 Wallace-lijnen zijn (Pa) en (P, f), terwijl 
beper W. F. GisoLr. 
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Men zie: „The general Wallace-line of an inscribed poly- 
gon’ by Dr. Quint, Nieuw Archief voor Wiskunde, 2e reeks, 
deel. III bl. 158, 1897). 

Opgelost door W.F. GISOLF. 
Oplossing van W. EF. Gisolf. 

Zij W de Wallace-lijn (Pa). Vierhoek PDBE is een 
koordenvierhoek en dus is bv. / DEB = / DPB. Verplaatst 
zich nu het punt P over een boog 7, dan blijft PD even- 
wijdig aan zich zelf, <{ PB draait echter over een hoek 
4 7, zoodat / DPB en bijgevolg / DEB 4 7 grooter wordt. 
Bewoog P zich in andere richting dan werd de hoek 4 7 
kleiner. Daaruit volgt dat de 2 standen van W met elkaar 
een hoek + 7 insluiten. 

Beschouwen wij nu de 
Wallace-lijn (P 6); omdat 
MOREE LD 
Z PBA is vierhoek PDD,F 
een koordenvierhoek en 
AUS DD ED =D ED, 
= {EPE — (« — @). 
Is dus Pf << a, dan moeten 
we P tegengesteld aan 
de beweging van wijzers 
van een uurwerk laten 
bewegen om W # even- 
wijdig aan Wea te brengen 
en wel over een hoek 
} (ef). 

Zijn deze betrekkingen opgesteld, dan kan het vraagstuk 
onmiddellijk worden opgelost. Zij nl. PP, de richting tegen- 
gesteld aan de bewegingsrichting der wijzers van een uur- 
werk, dan is 

(Ba) (Pra) — 4, 
(P, «) (P4 6) — P — «a (dit kan negatief worden), 
en de totale hoekvermeerdering 
En 5 sl P Et «), 
rd AE 

Deze hoekvermeerdering is positief in de richting van de 

beweging der wijzers van een uurwerk. 


VRAAGSTUK 122. 


Gegeven: Twee elkaar kruisende rechten. 
Gevraagd: 1°. De meetkundige plaats te bepalen van de 
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rechten, die as kunnen zijn van de omwentelingshyperboloïden, 
op welke deze 2 rechten gelegen zijn. 

2°, Uit deze meetkundige plaats een eenvoudige constructie 
af te leiden voor een as in een vlak | aan één der gevonden 
richtvlakken. D. PosrMa. 


Opgelost door D. POSTMA. 
Oplossing van D. Postma. 


Elk punt van de as van een omwentelingshyperboloïde 
ligt op gelijken afstand van alle beschrijvende lijnen. Be- 
palen we dus deze MP, dan zal dit de gezochte MP zijn, 
wanneer bewezen wordt, dat elke lijn op dat oppervlak 
gelijke heeken maakt met de beide gegeven rechten, daar 
in dit geval zoo’n rechte als as van een omwentelings- 
hyperboloïde met de beide gegeven rechten als beschrijvende 
rechten is te beschouwen. 

Kiezen we nu ’t assenstelsel zoodanig, dat de vergelijkin- 
gen der rechten worden L,==r=cen y=mz; Ls St 
== cen y= — mz; en stellen we de coördinaten van een 
willekeurig punt P der gezochte MP x, % 29 

Een vlak door dit punt ! L, zal tot vergelijking hebben 


1 
JT UIT Eerd — 2%) 
waaruit voor de coördinaten van het snijpunt S, van Ly met 
dit vlak de waarden volgen 
TUE eo Ho MEG 
TLD AS NAE Ven rd TR 
waaruit volgt 
5 (Mg + M2o (MYo + 20 
PS? = (c A %0)° Sh m2 Ji 1 Ee Yo) EE m2 il. 1 — 20), 


of na uitwerking 
ZON 
PS? = zv? + 2 — Ache 


Noemen we het snijpunt van Ly met het vlak door P Lt LoS, 
dan is PS? gelijk aan de uitdrukking van PS,? waarin c 
door —c en m door —m is vervangen. Door gelijkstelling 
van die 2 uitdrukkingen en met weglating van de accenten 
geeft dit voor de vergelijking van de MP 


(me — YP? (nz + 4)? 
AE Tanne ET TES 
2 
a d 
me 


EE at Mede 
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de vergelijking van een hyperbolische paraboloïde, met den 
top in den oorsprong en de richtvlakken // zov en zoy, 
dus // de loodrechte deelvlakken van hoek L, Ls. 
Stellen we nu een willekeurige lijn L3 van ’t oppervlak 
(1 + m2) e 
5e Mn 
dan moet deze lijn gelijke hoeken maken met de lijnen L, 
en Ls. Stel de hoeken die L, met de-assen maakt a, % 715 
Ls ag 99 7o en Ls ag (5373, dan moet 
COS aj COS ag +- COS Fy COS Pz +- COS COS 73 == 
== COS «g COS «3 + COS (Ìg COS (Ì3 + COS 79 COS 73, 
of met inachtneming der bijzondere standen 
COS 71 COS 3 == COS 79 COS 73. 


Hierin is.cos 7 — Ee dus alleen afhankelijk van 


VI + m? 


m2, dus gelijk aan cos ys, waarmee 'tgevraagde bewezen is. 


voor door de vergelijkingen y=k en 2 —= 


1 


Oplossing Ze deel. 


Daar het gegeven vlak, waarin de as geconstrueerd moet 
worden, een meridiaanvlak is, zal het spiegelbeeld van elke 
rechte, gelegen op de hyperboloïde, genomen ten opzichte 
van dit vlak, eveneens op de hyperboloïde gelegen zijn, 
dus ook van Ly. Noemen we dit spiegelbeeld Lt, dan is 
daar ’t spiegelend oppervlak // is aan het loodrechte deel- 
vlak van Ly en Lo, L‚l // aan Io. 

Het vlak loodrecht ’t vlak van L‚t en Ls, op gelijken 
afstand van Ly! en Lo en // L‚! en Ly is dus eveneens 
meridiaanvlak, waarmee de gezochte as als de snijlijn van 
twee platte vlakken gevonden wordt. 


VRAAGSTUK 128. 


Binnen elken willekewrigen veelhoek kan een punt worden 
aangewezen, zoodanig dat de krachten, die in richting en 
grootte worden voorgesteld door de lijnen, welke dit punt t) 
met de hoekpunten verbinden, met elkander in evenwicht zijn. 
Men vraagt dit punt te construeeren voor een willekewrigen 
vierhoek, vijfhoek, enz. EF. Js VAES. 


1) Dit punt zal bij de oplossing „evenwichtspurt” genoemd worden. 
Door Steiner is indertijd aangetoond, dat zulk een punt voor elken 
veelhoek bestaan moet. In de verz. van vraagst. over werktuigkunde 
…_van Scheltema wordt gevraagd het punt te bepalen voor een viervlak. 
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Opgelost door C. A. CIKOT., Mej. D. A. CREMER, 
Mej. Dr. A. A. DALHUISEN (voor 4- en 5-hoek), 
W. H. SCHMELLING, F.J. VAES. 


VRAAGSTUK 124. 

Het voorgaande vraagstuk kan worden uitgebreid tot veel- 
hoeken, waarvan de hoekpunten willekeurig in de ruimte 
verspreid liggen. Men vraagt aan te geven, hoe het bedoelde 
punt it) zow kunnen bepaald worden (bijv. met behulp van 
beschrijvende meetkunde), wanneer het aantal punten vier, 
vijf, enz. bedraagt. E. Jas: 

Opgelost door C. A. CIKOT, W. H. SCHMELLING, 

F. J. VAES. 


VRAAGSTUK 125. 


d. In een plat vlak zijn twee stelsels met m en n punten 
gegeven. De lijnen, welke deze punten met eenzelfde punt S 
verbinden, stellen in grootte en richting krachten voor. Men 
vraagt de meetkundige plaats van S te bepalen, als de resul- 
tanten der beide krachtenstelsels een gegeven verhouding q : p 
moeten hebben. 

b. Als drie puntenstelsels l‚ m en n gegeven zijn, het punt 
S te bepalen, zoodanig dat de resultanten der drie krachten- 
stelsels, die van S witgaan, zich verhouden als p : q:T. 

c. De witbreiding van a en b voor puntenstelsels in de 
ruimte gevraagd. F. J. VAES. 


Opgelost door C. A. CIKOT, Mej. Dr. A. A. DAL- 
HUISEN, F.J. VAES. 


Oplossingen van C. A. Gikot. 


123. Hulpstelling. Als de lijnen, die een zeker punt 
met ” andere punten verbinden, in richting en in grootte 
krachten voorstellen, gaat de resultante door het middel- 
punt van de gemiddelde afstanden van die punten (zwaarte- 
punt van gelijke massa’s die ieder hun zwaartepunt in een 
van de „-punten hebben); hare grootte is — „-maal de lijn 
welke die twee punten verbindt. 

Bewijs. Uit het parallelogram van krachten blijkt onmid- 
dellijk dat de eigenschap geldt voor twee krachten; we 


1) Dit punt zal bij de oplossing „evenwichtspunt” genoemd worden. 

Door Steiner is indertijd aangetoond, dat zulk een punt voor elken 
veelhoek bestaan moet. In de verz. van vraagst. over werktuigkunde 
van Scheltema wordt gevraagd het punt te bepalen voor een viervlak. 
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zullen nu door inductie bewijzen dat ze algemeen doorgaat. 

Zij PZ, de lijn die het aangrijpingspunt P verbindt 
met het middelpunt van de gemiddelde afstanden van » 
punten A, B, enz., dan is dus #.PZ, de resultante van 
de krachten PA, PB, enz. Zij nu Q een nieuw punt, het 
(n + Ide, en dus PQ de toegevoegde kracht, 
dan moet men, om de eindresultante te 
vinden, PQ samenstellen met „PZ, of 
met PZ; is R het midden van QZ,,, dan is 
dus de eind-resultante Q = 2 PR. Trekt 
men nu ZIT // QZ; dan blijkt onmiddellijk 


1 
OE ie QR, en dus SZ, = Qs iS; 


nu heeft men in Z, » gelijke massa’s (mm), 
en in Q één, dus is S het zwaartepunt van 
de massa’s (m) in de punten A, B....P; 
nog blijkt dat ST —= 5 hi A ki 5 


PR, dus PS =— = PR + (PR — PS). 


Q 


n.PS — PR 0 PR — PS 


Nu is PR de halve resultante van PQ en PZ,,, dus is 
de resultante = (#1). PS, wat te bewijzen was. Valt 


P met S samen, dan is er evenwicht. Bij dit bewijs is een 
willekeurige stand van de punten aangenomen, daarom 
is tegelijk het eerste deel van 124 bewezen. 


124 (tweede deel). Om het evenwichtspunt voor b.v. 
een scheeven zeshoek te vinden construeert men eerst het 
zwaartepunt van den driehoek, die tot hoekpnnten heeft 
drie van de polygoons-hoekpunten (wat in projectie onmid- 
dellijk kan gebeuren, omdat bij evenwijdige projectie de 
verhoudingen onveranderd blijven), dan dat punt voor de 
drie andere, en neemt ten slotte het punt dat midden 
tusschen de geconstrueerde punten ligt. Men kan hieruit 
gemakkelijk zien hoe men het evenwichtspunt voor een 
scheeven #-hoek vindt. Uit de constructie blijkt, dat als 
men zes punten in de ruimte op verschillende manieren in 
2 groepen van 3 verdeelt, de lijnen die de evenwichts- 
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punten van beide groepen verdeelen, elkâar middendoor 
deelen, waaruit weêr evenwijdigheid van verbindingslijnen 
volgt. | 
Opmerking. — Het evenwichtspunt heeft nog de zeer 
merkwaardige eigenschap dat de som van de kwadraten 
zijner afstanden tot de hoekpunten een minimum is, en 
dat de meetkundige plaats van de punten, waarvoor die 
som standvastig is, een boloppervlak is met dat punt tot 
middelpunt. 

Deze twee eigenschappen volgen namelijk uit deze: 

Is Z het middelpunt van de gemiddelde afstanden voor 
de 7 punten A, B, C, enz., en is P een willekeurig punt, 


dan heeft men: PZ? = 5 (PA2 + PB2 H,.....) — ee 2 AB?2, 
waarin 2 AB? beteekent de som van de kwadraten der 
lijnen, die alle punten A, B, enz. onderling verbinden. 
Voor twee punten blijkt de eigenschap onmiddellijk; we 
zullen nu laten zien dat, als de eigenschap voor » punten 
geldt, ze ook geldt voor n + 1 punten. Laat in de figuur 
van het vorige vraagstuk Z, het middelpunt van de » eerste 
punten zijn, en Q het punt dat er bij is gekomen, dan 
is S het middelpunt van het nieuwe stel, mits SZ == 


1 
Tai 
Volgens het theorema van Stewart heeft men nu in 
A PQZ: 
REE EV Zie: 
bi nt 1 Path 2 CEN 


Volgens de veronderstelling heeft men: 


Ae (PA2 + PB? + enz.) — 2 2x AB2. 


QZ. 


Substitueert men ook voor Si zulk een waarde, dan 


vindt men ten slotte PS2 = Ti (PA2 PBZ Oe 
1 
ON EP Ne 
rape 
Deze formule kan ook geschreven vo 
PA? + PB2.., PQ? =(n HI) PSP Hg 2 AB 


nt 1 
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De eerste som is dus constant als PS niet verandert, en 
minimum als PS == nul. 


1254. Zij het evenwichtspunt van het eerste stelsel M, 
van het tweede N, dan is de resultante van het eerste 
stelsel krachten — mm. MS, van het tweede #7. NS. Nu moet: 


nt. MS: n.‚.NS =q.:p, of MS: NS = D. 


De m. pl. van S is dus de bekende cirkel van Apollonius. 


125b. In verband met 125a blijkt dat S een van de 
twee snijpunten van twee cirkels van Apollonius zijn. 


125c. De cirkels in de vorige oplossing worden door 
bollen vervangen. 


Oplossing van F.J. Vaes. 


123. Bij den driehoek voldoet, zooals bekend is, het 
zwaartepunt. 

Bij een vierhoek ABCD (Fig. 1) kan men een willekeurig 
punt S verbonden denken met de hoekpunten; de krachten 
SA en SB geven een resultante gelijk aan 2 X SE, als KE 
het midden van AB is; en SC en SD een resultante 2 X SF, 
als F midden tusschen C en D ligt. De beide halve resul- 
tanten SE en SF geven een resultante, gaande door het 
midden e van EF, ter grootte van 4 X Se. Valt S met e 
samen, dan is de resultante nul, zoodat e het gezochte 
punt is. Door samennemen van SB met SC, en SA met SD 
vindt men dat e ook op de lijn GH moet liggen, welke de 
middens van AD en BC verbindt. 

Is E met den passer geconstrueerd, dan 
behoeft. men, om e te vinden, slechts te 
werken met teekendriehoeken, daar EG // BD, 
GF // AC, enz. loopt. Voor punten van een- 


zelfden cirkel, of liever nog van eenzelfden or c 
bol is de resultante der vier krachten SA, enz. Á 
even groot, nl. 4 X Se. 

B Bij een vijfhoek ABCDE kan men het even- 


wichtspunt e bepalen voor de punten A,B,C 


Se en D. Het punt e moet liggen op de lijn e‚ E 

A en wel zoodanig, dat Ee == 4 X ee. 
De Wil men de verdeeling van Ee, in reden 
D van 1 tot 4 vermijden, dan kan men het 
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evenwichtspunt e, bepalen voor de punten A, E,‚ Den C, 
e ligt dan ook op de lijn e9 B. 

Bij een n-hoek kan men verschillende wegen inslaan: 

1°. Men zoekt e voor vier punten; verbindt dit met het 5e, 
verdeelt de verbindingslijn in reden van 1:4; vereenigt 
het deelpunt met het 6e hoekpunt; verdeelt de verbindings- 
lijn in reden van 1 :5 enz. 

Deze handelwijze is omslachtig en onnauwkeurig. 

2°, Door telkens twee krachten samen te nemen, ziet 
men dat het evenwichtspunt van een 2n-hoek samenvalt 

met dat van den #-hoek, welke de 

B ‚ middens van niet op elkander vol- 
gende zijden tot hoekpunten heeft. 

Men kan dus de constructie voor 

WEN een veelhoek met even aantal zijden 

En terugbrengen tot die voor een met 

E oneven aantal. 
Het aantal hoekpunten is dus, of 
F wordt teruggebracht tot een 4-voud 
plus 1 of plus 5. 

Voor elken groep van 4 hoekpunten kan het e.p. on- 
middellijk bepaald worden. Midden tusschen de e.p. voor 
twee groepen van 4 krachten ligt het e.p. voor de 8 
krachten samen. Enz. 

Van drie groepen van 4 krachten ligt het e.p. in het 
zwaartepunt van den driehoek, waarvan de e. p. der groepen 
hoekpunten zijn; in ’t algemeen kan men met de e.p. van 
groepen van 4 krachten handelen als met de hoekpunten. 

Het evenwichtspunt der eerste 4x krachten wordt ver. 
bonden met het (4n + I)ste hoekpunt als er 4u + 1 hoek- 
punten zijn, of met het zwaartepunt der 3 laatste hoek- 
punten in het geval van een 4n + 8S-hoek. De verbindings- 
lijn wordt dan verdeeld in reden van 1:4n or wel 3: 4n. 
In het geval van een 4n + 3-hoek kan men nog een hoek- 
punt bijvoegen, waardoor de krachten in groepen van 4 te 
vereenigen zijn. Het e.p. der 4x + 4 hoekpunten wordt 
dan verbonden met het bijgevoegde hoekpunt, en op het 
verlengde der verbindingslijn wordt het punt gezocht, dat 
deze verdeelt in reden van 1 :(4n + 4). 

3°. Na herleiding tot een veelhoek met oneven aantal 
zijden verdeele men de hoekpunten in twee groepen, die 1 
verschillen, bepale van elk het e.p.; enz. 

4°. Men neme een willekeurig punt S binnen den veel- 
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hoek en stelle de krachten SA, SB, enz. samen met behulp 
van den krachtenveelhoek. De resultante loopt door e. 
Door de constructie te herhalen voor een, niet op Se ge- 
legen, punt S, vindt men een tweede lijn, waarop e moet 
liggen. Deze constructie is theoretisch het gemakkelijkst 
en fraaist, doch bij uitvoering kan de persoonlijke fout van 
den teekenaar zeer groote onnauwkeurigheid veroorzaken. 
Eenigszins kan hieraan worden tegemoet gekomen door 
Sen S, te nemen in een der hoekpunten, of meer alge- 
meen in het snijpunt van twee zijden, terwijl men kan 
controleeren door nog een derde punt S, te gebruiken. 


124. De constructies zijn — in evenwijdige projectie — 
dezelfde als voren. 


125. Zie de oplossing van C. A. Cikot. 


VRAAGSTUK 126. 


Is A, het punt, waar de bwitenbissectrin van / A de 
overstaande zijde van /\ ABC ontmoet. en stelt men de zijden 
voor door de normaalvergelijkingen a =0, PB =0 en y= 0, 
dan wordt een lijn door A; voorgesteld door ka JB + y =0. 
Trekt men door de gelijksoortige punten B, en CG, de lijnen 
adkBd-y==0 en ad BH ky, met gelijken parameter k, 
dan slwiten deze lijnen een driehoek in, waarvan men den 
inhoud vraagt wit te drukken in k en de zijden van ABC. 

H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door P.J. HAMELBERG, H. G. A. VERKAART. 
Oplossing van H. G. A. Verkaart. 


Noemen we het snijpunt der lijnen door A; en B, T,, 
dan heeft men voor dit punt te gelijk ka + (9 +7==o en 
ad kB y==o, waaruit: «== en y= —(l + h)a. 

De loodlijnen uit T, op de zijden van A ABC verhouden 
zich dus als 1: 1 — (1 + k) en zijn dus, indien we 


ad b—ec(l +k) door ce, voorstellen: 


20 20. — 20 HH) 
Cam rie Cy 


Oplossingen van Vraagstukken W.T..5en jg. 5 
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Voor de andere » snijpunten heeft men gelijksoortige uit- 
drukkingen, waarin de grootheden a, = —a (1 +k) +b +c 
en by =a— b(l +k) 4e voorkomen. 

Uit het voorgaande volgt, dat de hoekpunten van À 
FT, TD, T, liggen op de binnenbissectrices. 

Om den inhoud te berekenen, hebben we: 


ARR, DI 


ATEN TE 
IT inenen ef 
b, 
Nu is: 
Ke ZONE ZO RN en 20 _ —rb(2tK) 
bi adbde a—bllHhdHe b, 
2 
SATE 
A IBC bi ú 
__ aber (2 +k)? 
AG len 
ber (2 +- k)? abe 
Ala Tl get Atbhol= jg OCH. 


2 a, bi ci 
Eenige merkwaardige gevallen: 


1. k= tl. Alle drie lijnen vallen samen met de lijn 
door sAr,-Br en, Cra Arabi 0: 


II. k=—?2. Daar de som der vergelijkingen identiek nul 
is, gaan de drie lijnen door één punt. Dit punt is het 
middelpunt van den ingeschreven cirkel A T, Ty |, =0. 


IL RAND Te 


De punten T,, Tj), en T, zijn in dit geval de middel- 

punten der aangeschreven cirkels. 

De waarde van A TTT, kan nog herleid worden, 
abc 


b. v. tot Fors of (atb +o)R. 
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IV. k= — 1. De punten T,, Ty en T, zijn de eindpunten 
der binnenbissectrices. 
2 abc O 
TT T.== : 
Ala loleS abad 


V. k=J2. De lijnen door A‚, B; en C‚, gaan respec- 
tievelijk door 1, Ip en L. 


— 16 abe O 
(— 3a 4 b H c)(a—3b + Ce) (a + b— 3e) 


(st Eb = 


Oplossing van P, J. Hamelberg. 


De vergelijkingen der 3 zijden van den gevraagden drie- 
hoek zijn: 
(keosa + cOosSP + COS)» + (ksina + sin P + Siny) y — 
ma Derde 10, 
(cosa + keos fs + COS) L + (sina + ksin B + siny)y — 
see en 
(cosa + cOSP + keosy)a + (Sina + sin + ksiny)y — 
latent ir 0. 


De inhoud I van den driehoek is dus afgezien van het 
teeken : 


(keos a + cos B + COS y) (ksin a + sin B + sin y) — (kp + q + 7) [? 

(cosa +H-k eos + COS) (sin a + ksin p + Siny) — (p + hq +7) 
re (cosa J- COS + Keos) (sina + sin B + ksin 7) — (p + q + kr) 
EL (cos a + k eos g + cosy) (sin u + k sind + sin) 
(cos a + cos P + keosy) (sin «a + sin B + ksiny) 
(cos a + cos B + keosy) (sina + sin B + k sin) 
(keos a + cos B + COS y) (ksin «a + sin B + sin 7) 
(keosa + cos B + cosy) (ksina + sin f + Siny) 
(cos a H- k eos B + cosy) (sin a + ksin 3 + sin) 
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cosa sina p |? ke lt TPl2 
GOS PeASLDED ERO RLA CT TEL 
COS 7 siny r Val SEN 


TIR DE (hk +1) sin 7 —B) — sin (« —7) — sin (Pa) X 
X [Kk +1) sin(a — Sin (P — 4) — SIN 
X [4 + 1) sin (B —«) — sin (y —f) — sin (« — 7) 
cOsSa« sina p |2 
cos? sin B q | (k +2)? (k — 1) 
GOS rg 
2 [(k + 1) sin A — sin B — sin C] X 
X [(k + 1) sin B — sin C — sin Al X 
X [(k + 1) sin C — sin A — sin B]. 
Stelt It den inhoud voor van den gegeven /, dan kan, 
daar: 
cosa sina p |? 
cos sin 9 q 
I= COS 7 Siny r 
2 sin A sin B sin C 
voor bovenstaande uitdrukking geschreven worden: 


H sin A sin B sin C (k + 2}? (k — 1) 


ie ei BE Db ee aik Denn 
sin A sin B sin C 
X a b C 
of 
I (k + 22 (kh — 1) abe V's (s — d) (s — b) (s — C) 


Ika 2D slk De 2e 
VRAAGSTUK 127. 


Indien tusschen de zijden van een /\ de betrekking bestaat 
ct —= ut — a? b2H bt, heeft men de volgende betrekking tus- 
schen de hoeken : 

tg A tg B = sin? C. 
H. G. A. VERKAART. 
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Opgelost door Mej. D. A. CREMER, Mej. Dr. A. A. DAL- 
HUISEN, P.J. HAMELBERG, Mej. H. v. on. HORST, 
W. H. SCHMELLING, F.J. VAES, H. G. A. 
VERKAART, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van H. G. A. Verkaart. 


Uit de gegeven betrekking tusschen de zijden volgt: 

sinf A + sint B — sint C — sin? A sin? B =o, hetgeen men 
kan herleiden tot 

2 sin Asin Beos C +} sin 2 A sin 2 Beos 2 C — sin? A sin? 
Bi). 


Na deeling door sin A sin B, — verganging van cos C 
door — cos (A + B) en cos 2C door 1 — 2 sin?C, vindt 
men ig Atg B == 4 sin? C. 


Ook kan men aldus te werk gaan: 
ct == (a? — b22 + a? b2 
(a2 — b2 HC?) (— a? + be + Ce?) = a? b2 
Zac cosB X 2 becos A = a? b? 
4 cos A cos B = De == Te Ee 
tgA tgB = 4 sin? C, 


Ook kan men nog de volgende betrekkingen afleiden: 


cos2 C 

"COS À co8 B == — 
cos 3C ’ 

sin? 2C 
sin A sin B == — . 

cos 3C 


Oplossing van F.J. Vaes. 


Wanneer de hoogtelijn h‚ de zijde c verdeelt in stukken 
p en q,‚ dan is: 


h h, We? 4 Opp. a2b2 sin? C 
GAYB= Xe = a 


pq? pg? pac? 

a? b2 sin? C 4a2 b2 sin? C E24 

LAZ ERO 2 TT nt OE ND 
c2 + b a x c2 Ja b xe c*— (a b2) 


2c 2e 
4 sin? C, 
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VRAAGSTUK 128. 


Gegeven drie cirkels C4, Cy en Cz; middelpunten a,, bj, 
enz.; stralen r‚, enz. Gevraagd de vergelijkingen van den 
cirkel, die met Cy, en Cy de machtlijn gemeen heeft, en den 
omtrek van Cz middendoordeelt. (Kr, 1905 ; algemeener gesteld). 

H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door Mej. D. A. CREMER, Mej. Dr. A. A. DAL- 
HUISEN, P.J. HAMELBERG, F.J. VAES, H.G. A. 
VERKAART, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van H. G. A. Verkaart. 


Ct dy? — tar by Hat Hb Nn =O; 
C,==enz.; Cg == enz. 

De vergelijking van den met C, en C coaxalen cirkel 
C4‚ is van de gedaante C, + kC3 ==o0. De machtlijn van C4 
en Cz is C, + KC — (1 Jk) Cz =0. 

Hierop moet het punt (as/b3) liggen. Substitueert men 
in de vergelijking der machtlijn voor # en 4 resp. dz en bs, 
dan vindt men 


C, (as/b3) + k Co (a3/b3) — (1 + 2) 132 =O, 
waaruit 
_ €, (as/ba) — 73? 

Cs (as/bg) — 73? 

De vergelijking van den gevraagden cirkel kan dus ge- 
schreven worden 

C, En C 
C, (agfb3) — 732 Co (ag/ba) — 132 


k= 


VRAAGSTUK 129. 


Op de basis BC van een A ABC een punt D te vinden, 
zóó gelegen, dat de ingeschreven cirkels van de A A CDA 
en BDA gelijk zijn. H.G. A, VERKAART. 


Opgelost door Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, P.J. HAMEL- 
BERG, Mej. H. v. ». HORST, H. G. A, VERKAARTS 
J. A. WERTENBROEK. 
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Oplossing van H. G. A. Verkaart. 
Iste Oplossing (Algebraïsch). 


Noemen we CD =x, BD =y, AD =g. 

De oppervlakken der AA ACD en ABD verhouden zich 
als #:y. De omtrekken zijn b J-x + zen c + y Jz. Hier- 
uit volgt de voorwaarde 


EEE ci B A St (0) 
tn cdyd-z 


Moesten de aangeschreven cirkels aan de zijden CD en 
DB aan elkaar gelijk zijn, dan was de voorwaarde 


L 


‚ dus dezelfde als (1). 


Kas’ y 
bard Cc—ydg 


De straal van een cirkel, 
die zijn middelpunt op CD 
heeft en aan AC en AD 
raakt, verhoudt zich tot 
den straal van den inge- 
schreven cirkel van A ACD 
als bx J-2:b 4-2. Ook 
deze cirkel is dus gelijk 
aan den overeenkomstigen 
cirkel van A ABD, zoodra aan de voorwaarde (1) voldaan is. 

Tusschen de 3 onbekenden bestaan nog de volgende be- 
trekkingen: 


Oe ee (B) 
SONG a ee len 108) 


(Theorema van Stewart). 


Uit (1) leiden we achtereenvolgens af: 
se bl ar ZAR ERS ent KEEN 
bd-ed-rdyd 22 b—cedar—y 
En mn 
bled 2z be’ 
EUA U Zn) 
ie bele 
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Met behulp van (2) vinden we nu: 


a(b-z) 


Smoor 
is eN 
STEDE 92 


Hieruit volgt, dat het grootste stuk aan de grootste op- 
staande zijde grenst, wat ook reeds uit (1) had kunnen 
worden afgeleid. 

De betrekking (1) had men ook aldus kunnen vinden: 

De lijn MN, die de middelpunten der beide cirkels ver- 
bindt, wordt door de lijn AD in 2 gelijke stukken ver- 
deeld, omdat M en N op gelijke afstanden liggen van AD. 
Trekken we dus de lijnen AM en AN door, tot zij de 
basis in O en P snijden, dan zijn de stukken OD en DP 
ook gelijk, daar MN /AB is. Hieruit volgt dan de be- 
trekking (1). 

Substitueeren wij nu de gevonden waarden voor # en 4 
in (8), dan hebben we 


2 3 
pret brente 
bbe(b HC) + (b2 +2} (b He + 22) = 
=d (b Je J 22}? Ha? (b +2) (C +2), 
(228 (bte) 2 — (DH C2) 2 — be (b HC) }(b HCH 22) + 
Ha2(b Hz) (e +2) =0. 


De vorm tusschen accoladen wordt nul voor 2= — b en 
voor 2=—c. We kunnen dus de factoren b+z en c4-gz, 
die niet nul kunnen zijn, verwijderen. 


(22 —b— 0) (22 Hb + C) + a? =o, 
422 — (b + CP — a?, 
zt WI (b +0}? — a? = Vs (s— 4). 
Wil het vraagstuk mogelijk zijn, dan moeten weten 
eerste hebben z ee Na. Dit blijkt steeds het geval te zijn. 
Ook blijkt z grooter dan de kleinste en kleiner dan de 
grootste opstaande zijde te zijn. Er is dus voor elken 
driehoek één en niet meer dan één lijn mogelijk. Verder 
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is z grooter dan of gelijk aan de binnenbissectrix van /A 
en kleiner dan of gelijk aan de mediaan uit A. De ge- 


vraagde lijn AD valt dus tusschen de bissectrix AF en de 
mediaan AG. 


Voor # en y hebben we verder: 
Jar =a? + b2— 2 — b— eo) (b iel RE 
2ay=a? — be H(b—o)W (b H- c)2—a? t. 
Laten we de loodlijn AE neer, dan is 


Dre? 


—C 
ze WO +0? — 2}. 
Hieruit volgt DE: AD —=(b —c):d. 


2de Oplossing (Goniometrisch). 
(Zie figuur der 1ste Oplossing). 


In elken A PQR is de straal van den ingeschreven cirkel 

p sin Q sin — 

lijk aan ee 
Sel P 
CO rog 


Noemen we / EAD =p en den straal der gelijke inge- 
schreven cirkels —=eg, dan hebben we 


z sin (45° +4) sin (45° 5) 


ACI 
En 

2 sin (see 4) sin (45° 2) 

EOD TT 
ENT 


Hieruit volgt: 


COS 5 jes (5 Jp )— cos (90 —5)- 
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Gree, B 5 B ) 
== GOS 5 cos (5 — Pp )— cos (90 oe 
C 


Ln Ante en cos tn 
2 D $ 2 Der hak Sd DRAIT 


B Dt DN 
COS —- COS Pp — COS —- SIN —- SIN P — COS 


C 
ER) 2 2 2 De 


Dit komt overeen met de eerste oplossing, waarin ge- 
b—c 
an 


vonden is: sin p = 


Oplossing van Mej. H. v. d. Horst. 


In A ABC is 1 het snijpunt der bissectrices. Zij D het 
gevraagde punt in de basis BC, en P en Q de middel- 
punten der ingeschreven cirkels van de A A ABD en 
ADC. PM en QN 1 AD, Pp en Qg L BO. 


A 


C 


Uit de congruentie der driehoeken PMR en QNR volgt 
PR == QR. Uit de gelijkheid van Pp en Qq volgt PQ // BC. 
LPAQ=}/ A. 

Men kan nu een driehoek construeeren gelijkvormig met 
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A APQ. Op een willekeurige rechte PQ als koorde be- 
schrijft men een cirkelsegment dat een hoek bevat —= 
$ / A. Men construeert het gelijkstandige punt I (/ IPQ = 
ZIBC /IQP = / ICB). Neemt men / ISQ —= / IGC, dan 
geeft het snijpunt van IS met den cirkel den top A. Trekt 
men de zwaartelijn AR, dan is / ARQ —= ADC. 

Opmerking. In A APQ zijn AS en AR isogonaal ver- 
want, en is [ het punt van Lemoine. 


Oplossing van P. J. Hamelberg. 


Zijn M‚, M‚, M‚ de middelpunten en 7, 7}, 73, de stralen 
van de ingeschreven cirkels der driehoeken ABC, ABD en 
ACD. Verplaatst D zich van B naar C, dan verschuift 
M, van B naar M,‚ en M, van M naar C, zoodat 7, aan- 
groeit van o tot 7, en 79 afneemt van r tot o. Er is dus 
op BC steeds één en slechts één punt D te vinden, waar- 
VOOr == Tis. 

NOemenmwe sb w DE Sg, AD =l, dan volgt 
uit 7, == 73: 


Inh. AED A ADC 
gesl Mktel lan nt 


waaruit: 
p ar q 
ita Ree 
en de | 
A rent Maer ODE 
Volgens de stelling van Stewart is: 
a —= cq + bp — pga. .…. « «… « (2). 


Maakt men deze vergelijking homogeen in p en q door 
met p + q te vermenigvuldigen, dan gaat ze over in: 


Bp g? =g (pda) + bepw tg) — ap, 
(12 — bp? + (2 — 2 H pg (22 —b2— Cl Jd) = 0. 
Vervangt men hierin p en q door c J- len b + !, die 
dezelfde verhouding hebben, dan geeft dit na deeling door 


UH b) U + Cc): 
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(L—b) (Ll HC) + (Ul —e) (Ul Hb) + 22e Ha?=o, 
42 = (be? —a2,. . . « « (3) 
Le (8 — 4) SE 


Daar boven bleek, dat slechts één punt aan de vraag 
voldoet, zal slechts één der snijpunten van BC met den 


cirkel met A als middelpunt en Ls (s — a) als straal een 
oplossing geven. 

Om uit te maken welk snijpunt men hebben moet, mer- 
ken we op, dat men tot dezelfde vergelijking (3) zou ge- 
komen zijn, als men in de vergelijking (1) l door —/! ver- 
vangen had, zoodat tevens de vraag is opgelost, een punt 
op BC zoo te bepalen, dat voldaan is aan de vergelijking: 


Pp en TENNES 
—_lde —l+b 
Voor ’t gezochte punt is dus Dn a en voor ’t tweede 
q U4b' 
snijpunt == en Daar men onmiddellijk ziet dat de 


eerste waarde dichter bij 1 ligt dan de tweede, zoo blijkt: 


Het gevraagde punt is het ’t dichtst bij het midden van BC 
gelegen snijpunt van BC met den cirkel met A als middel- 


punt en V's(s — a) als straal. 


Opmerking. Het tweede snijpunt D’ van BC met den 
cirkel (dat zoowel op BC als op ’t verlengde kan liggen) 
voldoet aan de vergelijking: 


p hail, q 

ss ore karen) 
waaruit blijkt dat, als D’ op BC zelf ligt, van de drie- 
hoeken ABD’ en ACD’ de stralen der aangeschreven cir- 
kels aan AD’ gelijk zijn. Ligt echter D'’ op ’t verlengde 
van BC, bv. aan den kant van B, dan wordt de straal 
van den aan AB beschreven cirkel van A ABD’ gelijk 
aan den straal van den aan AD’ beschreven cirkel van 
A ACD’. 
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Oplossing van J. A. Wertenbroek. 


NOD A De on ZRD AB, Den. zij «D.G. Laten: B 
en F de raakpunten op AD met den ingeschr. cirkel van 
A CDA, resp. met dien van A BDA zijn. 

Uit de gelijkheid der ingeschr. cirkels volgt: 


AE: AF —= DC : BD, 
of y cot Ja :ycot4f=bsinea:ecsin @ (y, straal der 
beide AE cirkels), 
cos Hasin4{ bsin Ja costa 
sin +acostfg csin4pBcostp 
TEE 
sin? Ja C 


dus 


—, en door cos «a en cos f? in te voeren: 


b cos a — c cos # = b — c; in woorden: het verschil der 
projecties van AC en AB op AD, is gelijk aan het ver- 
schil van die zijden. 

De constructie is nu de volgende: Neem op AC, AG = 
AB en beschrijf uit C met CG | —= (b — o)| tot straal een 
cirkel. De loodlijn uit A op een der raaklijnen uit B aan 
dien cirkel getrokken, zal BC in ’t gevr. punt D snijden. 

j Bij de keuze der raaklijn lette men er op, dat / ADC 
stomp moet zijn. 


VRAAGSTUK 180. 


x en y te elimineeren wit de vergelijkingen : 


(OREN RCOL SON LOU EA EA ne ben (1) 
tg y — cotg B + 2 col A, en ER ARE nd 7) 
cos x sin B — cos y sin aL, Ren (9) 


waarin A, B en C hoeken tusschen 0 en “180° zijn. 
H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, P. J. 
HAMELBERG, Mej. H. VAN DER HORST, F.J. VAES, 
H. G. A. VERKAART, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van H. G. A. Verkaart. 


Uit (1) volgt: 
1 + tg? —= 1 + cotg? C + 4 cotg A cotg C + 4 cote? A. 


Uit (2) volgt: 
1 + tg2y —= 1 + cotg? B + 4 cotg A cotg B + 4 cotg? A, 


It toy CRSEC DD COSY REE 
1 +te?y sec?y cos _sin2C 


We hebben dus 


cosec? C + 4cotg A cotgC + 4cotg? A __ sin? B 
cosec? B + 4 cotg A cotg B + 4cotg? A _ sin2C’ 


waaruit: 


cotg A (sin 2 B — sin 2 C) — cotg? A (cos 2 B — cos 2C) = 0 


of cotg A sin (B — C) | cotg A + cotg (B + C) | = 0. 
Ta GÔtg A0 
Ane PO 


H. “sin (B--=C)-=.0 
Ds 


HI. cotg A + cotg (B + C) == 0 
A + B + C == 180° of A + B + C == 360°. 


Oplossing van P.J. Hamelberg. 


cosx sin B == cosy sin C, 
cos2x sin? B = cos? y sin? C, 
sin? B(1 + 4924) = sin? C (1 + tg? ), 
sin? B (1 + cotg2 B + 4 cotg2 A + 4 cotg A cotg B) —= 
—=sin?C(1 + cotg2C + 4cotg? A + 4 cotg A cotg C), 
sin? B (cotg? A + cotg A cotg B) —= 
=— sin2C (cotg? A + cotg A cotg CO), 
sin? B cos? A + sin B cos B sin A cos A —= 
— sin? C cos? A + sin C cos C sin A cos A, 
cos? A (sin? B — sin? C) +. 
+ cos A sin A (cos B sin B — cos C sin C) —= 0. 


hk 
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Dit gaat, daar: 
sin? B — sin? C == sin (B — C) sin (B + C), 
en cos B sin B — cos C sin C == sin (B — C) cos (B + C) 
is, over in: : | 
cos A [cos A sin (B —C) sin (B +4 C) + _ 
+- sin A sin (B — C) cos (B + C)] —= 0. 
cos A sin (B — C) [cos A sin (B + C) + sin A cos (B + C)] = 0, 
cos A sin (B — C) sin (A + B + C) —= 0. 
Hieraan wordt voldaan door: 
An GORT el 409, 
of door B = C + Kk X 1809, 
of door A + B+C == k X 180°. 
Zijn A, B en C hoeken tusschen 0° en 180°, dan 
wordt dit: 
A0. 
of Dek 
of A + B+C = 1802, 
of A + B + C —= 360°. 


Oplossing van F.J. Vaes. 


In de figuur is / A uitgezet, en DH evenwijdig aan 
een der beenen getrokken op afstand DE —= 1; dus is 
AE == cot A. 

AB = 2 X AE genomen, en bij B zijn de hoeken B 
en C uitgezet; FG en HI zijn t AI, dus is BG == cot B, 
en Bl = cot C. 

Uit (1) en (2) volgt dan, dat / AHI = x,en / AFG = gy, 


AE CO End 
zooda TA er AH 

Daardoor geeft (3): 
AF _ BE 
aen BH 


wat aanduidt, dat de bissectrices van / AFB en / AHB 
elkander op AB moeten snijden (in K), terwijl ook de 
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buitenbissectrices door eenzelfde punt (L) van AB moeten 
gaan. F en H liggen dus op een halven cirkel, waarvan 
het middelpunt M midden tusschen G en I ligt (de be- 
kende meetkundige plaats van de toppen der driehoeken 
met eenzelfde basis, waarvan de opstaande zijden een be- 
paalde verhouding hebben). 


KA 
AFT DBS 


Men heeft nu: 


AM — MF _ AM + MF 


OË UF MB ME + MB 
2AM 2 MF 
en DEN 
of Syr — op Of MF? — AM X MB, 


of 1 + MG? = (AG + GM) X (BG + GM), 
of 1 = AG X BG + (AG + BG) X GM, 
of 1 = AG X BM + BG X GM, 
zoodat: 1 == (2cot A + cot B) X cotB + 
+ (2cot A + 2 cot B) X 4 (cot C — cot B), 

of 1 == cot A cot B + cot A cot C + cot B cot C, 
of. GgAIYGBiYgC=tgA—HigB + tg C, 

waaruit blijkt, dat A + B + C == 180° of 360° moet zijn. 


Bijzondere gevallen : 


1° Als--H. met "E samenvalt, dus als ZB Ren 
dan is steeds # = y, welke waarden A, B en C ook heb- 
ben. (1) en (2) geven dan hetzelfde, (83) is een identiteit. 

2°. Als B met A samenvalt, dus als / A == 90°, dan 
zijn de A A ABF en ABH overgegaan in rechte lijnen; 
uit de figuur of uit (1) en (2) volgt # —= 90° — C, 
y == 90° — B, en (3) is weder een identiteit. 
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VRAAGSTUK 1381. 


Bij twee willekeurig gegeven ellipsen kan men altijd twee 
richtingen bepalen evenwijdig aan een stel toegevoegde middel- 
lijnen van elk der beide ellipsen. Door de snijpunten der 
beide ellipsen kan een derde ellips gebracht worden, waar- 
van de gelijke toegevoegde middellijnen evenwijdig aan deze 
richtingen zijn. 

(Dit vraagstuk wordt opgelost in „Korteweg Wijthoff, 
Oplossingen van vraagstukken wit de Anal. Meetkunde.’ Van 


. het eerste gedeelte wordt eene analytische oplossing gegeven, 


en een meetkundige; bij deze laatste worden de ellipsen zóó 
geprojecteerd, dat één in een cirkel overgaat; men vraagt 
voor dit gedeelte een ander meetkundig bewijs. Van het tweede 
gedeelte wordt eene analytische oplossing gegeven: men vraagt 
hiervan een meetkundig bewijs voor het geval, dat de twee 
ellipsen vier reëele snijpunten hebben.) CrAS CIKOT, 


Opgelost door C. A. CIKOT, W. F, GISOLF, Dr. J. ROSE. 
Oplossing van C. A. Cikot. 


Zonder voor dit vraagstuk aan den toestand iets te ver- 
anderen, kan men de eene ellips evenwijdig verschuiven 
langs de lijn die de middelpunten verbindt, tot deze samen- 
vallen; mochten de ellipsen dan geen reëele snijpunten 
hebben, dan kan men de eene met een zeker getal ver- 
menigvuldigen (daarbij het middelpunt als pool nemend) 
tot de nieuwe ellips de andere snijdt; ook door deze ver- 


andering blijven de hier bedoelde eigenschappen onveran- 


derd. De ellipsen zullen elkaar nu snijden in twee punten 
A en a die diametraal tegenover elkaar liggen en in twee 
punten B en b, die een soortgelijke ligging hebben; de 
richtingen AB en Ab zijn nu die van twee toegevoegde 
middellijnen voor de twee ellipsen. (Men ziet onmiddellijk 
in dat de eigenschap kan uitgebreid worden tot twee 
hyperbolen en tot een ellips en een hyperbool). 

Om het tweede gedeelte meetkundig te bewijzen merkt 
men op dat, als men de gevonden middellijnen als middel- 
lijnen van een derde ellips neemt, die een van de vier 
snijpunten bevat, deze ook de drie andere zal bevatten; 
daar men nu altijd een ellips kan construeeren die door 
een gegeven punt gaat en hare gelijke toegevoegde middel 
lijnen langs twee gegeven lijnen heeft, is ook dit gedeelte 
aangetoond. (Een uitbreiding van deze eigenschap tot de 
ellipsoïde zou welkom zijn). 

Oplossingen van Vraagstukken W.T. 5en jg. 6 
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Oplossing van Dr. J. Rose. 


De parallelen aan de toegevoegde middellijnen der twee 
gegeven ellipsen door een vast punt gebracht vormen twee 
elliptische involuties. Zij hebben een paar elementen ge- 
meen. Men kan dus in de twee ellipsen twee richtingen 
bepalen evenwijdig aan die laatste, dat wil zeggen aan 
een paar toegevoegde middellijnen van elk der beide ellipsen. 

Indien men de buiten- en binnenbissectrices van deze ge- 
meenschappelijke elementen trekt, zullen de zoo bepaalde 
richtingen, de richtingen zijn van die van de assen eener derde - 
ellips welke door de vier snijpunten der twee vorige gaat. 
Want in eene ellips zijn de assen de bissectrices der ge- 
lijke toegevoegde middellijnen, en er is maar eene ellips die 
door vier punten gaat en gegeven asrichtingen heeft. 


Oplossing van W. F. Gisolf. 


Bij elken bundel kegelsneden bestaat bij een punt een 
geconjugeerde pool d. w. z. het punt waardoor alle pool- 
lijnen gaan van het punt ten opzichte der kegelsneden van 
den bundel. De lijn, die het punt met zijn geconjugeerde 
pool verbindt, snijdt elke kegelsnede van den bundel in 
twee punten, die harmonisch toegevoegd liggen tot pool 
en punt. 

Kiest men het punt op oneindigen afstand, dan zal, als 
de pool eveneens op oneindigen afstand gelegen zal zijn, 
die verbindingslijn de oneindig verre lijn zijn en deze ver- 
bindingslijn de kegelsneden moeten snijden met bovenver- 
melde eigenschap; dus o.a. ook twee paar rechte lijnen, 
ontaarde kegelsneden van den bundel of ook ontstaand als 
men een paar met het snijpunt in het snijpunt van het 
andere paar plaatst. Dan vallen echter de lijnen van de 
snijpunten naar pool en punt getrokken samen en daar 
die lijnen harmonisch toegevoegd zijn tot één paar lijnen, 
komt het, om voor de oneindig verre lijn, de geconju- 
geerde punten te bepalen, erop aan bij twee paar lijnen 
door één punt, een gemeenschappelijk stel toegevoegde 
lijnen te bepalen; zooals men weet voldoet hier aan één 
paar lijnen, die in het algemeen een zekeren hoek pg zul- 
len vormen. 

Deze lijnen nu zijn evenwijdig met de richting van toe- 
gevoegde middellijnen van alle ellipsen, want de pool voor 
het oneindig verre punt van één lijn is de toegevoegde 
middellijn bij die lijn als middellijn opgevat behoorende. 
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In hoeverre men dit bewijs als meetkundig wil opvatten, 
hangt af van den weg, waarlangs men de evengenoemde 
eigenschappen wil afleiden; ze kunnen meetkundig bewezen 
worden. 

Daar het tweede gedeelte van het vraagstuk een metri- 
sche quaestie betreft, kan het bewijs niet op deze wijze 
doorgevoerd worden. We stellen de vraag: Hoe groot 
moet p zijn opdat de vierhoek door de vier punten gevormd 
een koordenvierhoek zij? Antwoord: p —= 90°, want dan 
zijn de genoemde lijnen, evenwijdig aan de richting der 
toegevoegde middellijnen, door de middelpunten van twee 
paar ontaarde kegelsneden getrokken, de bissectrices der 
hoeken door de lijnen, die de kegelsneden samenstellen, 
gevormd; en de evenwijdigheid dezer bissectrices is een 
kenmerkende eigenschap voor den koordenvierhoek. 

Deelt men dus den stompen hoek p middendoor, op een 
of andere plaats van het vlak van teekening en laat men 
de geheele figuur om deze lijn draaien, dan zal de scherpe 
hoek p in zekeren stand als een rechte hoek geprojecteerd 
worden. De vierhoek wordt dan als een koordenvierhoek 
geprojecteerd en de cirkel om dezen beschreven zal in de 
oorspronkelijke figuur overeenkomen met een ellips, waar- 
van de gelijke toegevoegde middellijnen evenwijdig aan 
genoemde richtingen zullen zijn. Het vraagstuk is dus 
altijd mogelijk. 


VRAAGSTUK 182. 


Van een ellips zijn gegeven: twee onderling loodrechte 
lijnen, waarlangs de assen moeten vallen, en een punt; men 
vraagt de kleinste ellips te construeeren met deze gegevens. 


Opgelost door J. B. BAKKER, W. B. BROCX, 

F. T. A. CEDEE, C. A. CIKOT, Mej. Dr. A. A. DAL- 
HUISEN, W. F. GISOLF, W. H. L. JANSSEN 
NEAN BAAN Wi. MEIJER (2 opl), P. J. SCHRIKKEN. 
Oplossing van C. A. Cikot. 

De gegeven lijnen worden als coördinaat-assen aange- 
nomen en het kwadrant waarin het punt ligt als eerste 
kwadrant; laat de coördinaten van het gegeven punt ten 
opzichte daaryan dan zijn p en q,‚ en stellen we de assen 
q2 


Ed 1, terwijl zr na® of 


2 
a en na, dan hebben we: 5 J 


na? minimum moet worden. 
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2 2 
Uit de vergelijking volgt: a? = p?2 + En na? = np? + dn 


Het product van deze twee termen is constant; hun 
2 

som is dus een minimum als: np? = 5, of Was je De 

assen van de gevraagde ellips verhouden zich dus als de 

coördinaten van het gegeven punt, m.a.w. dit moet een 

uiteinde zijn van een der gelijke toegevoegde middellijnen, 

of ook: het moet liggen op een der diagonalen van den 

rechthoek op de assen beschreven. 

Oplossing van W. EF. Gisolf. 

Noemt men de assen van de gezochte ellips A en B 
(A > B}, de coordinaten van een punt in den gewonen 
stand x en y,‚ en de coordinaten van het gegeven punt 
a en b. Men kan elk punt der ellips aangeven met behulp 
van één parameter w, en wel zoodanig, dat 


D= A GOS, y=bB sin/®; 
voor het punt, dat gegeven is, heeft men 
a= ÄÂ COS wy; b=B sin w; 


als w; de parameter voor dat punt aangeeft. 
Vermenigvuldigt men in deze vergelijkingen de overeen- 
komstige leden, dan komt er 
ab == AB sin w, COS wy 
TAB 
sin 2 w; 
Van z AB is het minimum te bepalen; dus ook van 


AB en bijgevolg van ; ab is standvastig; sin 2 w; 


sin 2 w; 
wordt maximum voor 2 w, == 90° of w, = 45°. 
Voor de assen krijgt men nu 
b 


û en en 
Ar or a en B ino 


Opmerking van W. H: L. Janssen van Raay. 


Indien men de lijn AB, onder hoeken van 45° met ox 
en oy door het gegeven punt P getrokken, met hare uit- 
einden langs de assen glijden en in die beweging het punt 
P medevoeren laat, dan beschrijft dit eene ellips, waarvan 
de halve assen gelijk aan PA en PB zijn. Doet men het- 
zelfde met eene andere lijn A’B', die ook door P gaat, 
maar die geen gelijke hoeken met ox en oy maakt, dan 
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ontstaat EE eene grootere ellips, daar 
BtB DA BRB. 
Immerssis / PBB > ZPA'A, zoodat 


4 de lijn BH, die met PB den hoek PBH 

H gelijk aan PA'A maakt, binnen / PBB! 

À valt. Nu is A PA'A > A PBH, zoodat 
RAP ERA 


ORS A SPB ee PAER; 

Met eene kleine wijziging geldt het 
bewijs ook, wanneer B’ onder B en A’ 
rechts van A valt. Verder ziet men 

0 iz gemakkelijk, dat PA en PB zich ver- 

houden als de afstanden van het punt 
P tot de lĳnen ox en og. 


VRAAGSTUK 183. 


Van eene ellipsoïde zijn gegeven: drie onderling loodrechte 
lijnen waarlangs de assen moeten vallen, en een punt; men 
vraagt de kleinste ellipsoïde te construeeren, die aan deze 
gegevens voldoet. C. A. Cikor, 


Opgelost door J. B. BAKKER, W. B. BROCX, 
ORDER OA GEKOTSS Mej, -Dr-A.:A..DAÁL- 
HUISEN, W. F. GISOLF, W. H. L. JANSSEN 
v. RAAY, Dr. J. ROSE, P. J. SCHRIKKER. 
Oplossingen van J. B. Bakker en W. B. Brocx (en met 
een kleine variatie van F. T. A. Cedee). 

Laten p, q en r de coördinaten zijn van het gegeven 
punt en #, y en # de halve assen. De vergelijking der 


en x2 y2 z2 
ellipsoïde zijnde EZ — POEP — Ì, heeft ten gevolge, dat 
de coördinaten van het punt voldoen aan de betrekking: 
a A eelde 
APT 


Ae 
5e del 


Dit moet minimum zijn, dus — - en ook 
YZ 


Verder is de A der- ellipsoïde: 


1 
EN en ten 


slotte ook £ Zee is maximum. 
ryz 
WA dit laatste product is de som der factoren constant, 
nl. 1. 
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p? q? 2 EE 

Tv 

De halve assen der ellipsoïde zijn dus: pl/3,qWV3 en rV3. 
Oplossing van W. EF. Gisolf. 


Noemt men de assen van het gezochte ellipsoïd A, B, CG; 
de coordinaten van een willekeurig punt #, 4, #, de coor- 
dinaten van het gegeven punt, a, b, c. Men kan de coor- 
dinaten xy 2 uitdrukken met behulp van drie parameters 
Wy, Wz, Wz, die door één betrekking gebonden zijn 

nl: #=Â COS vj,” y= B COS 0, 2 GIEOSNN 


Het bereikt dus zijn maximum, als 


ter wijl GOS? w, +- COS? wy + COS? Wz —= 1. 
Men heeft evenals in het vorige vraagstuk nu weer 
abe — ABC cos w; cOS wg COS Wz 


terwijl van ABC het minimum, dus van cos w, COS wg 
COS wz het maximum te bepalen is. 

Dit maximum kan men als volgt bepalen: 

Houden we eerst cos wz standvastig, dan is cos w, cOS 
wy max. als cos w; == COS wg en veronderstel, dat we 
voor de geheele uitdr. het maximum gevonden hadden, 
dan moet ook daarin cos w, == COS wg, omdat deze bij 
welke waarde van cos w3 ook, aan elkaar gelijk kunnen 
worden. Men toont op deze wijze aan, dat cos w, == COS 
Wy == COS w3, en dat dus de waarde dier cosinussen is 


} W/3, en de waarden der assen zijn: oe 
A=al/ 8, Bb le. Cn 
Opmerking van W. H. L. Janssen v. Raay. 


Dit vraagstuk kan tot het vorige worden teruggebracht. 
Laat een der assen, bij voorbeeld de Z-as in lengte wille- 
keurig worden aangenomen. Eene doorsnede met een vlak 
door het gegeven punt P en evenwijdig aan XY is gelijk- 
vormig met de hoofddoorsnede in XY en staat in grootte 
tot die hoofddoorsnede in eene verhouding, welke alleen 
door hare hoogte daarboven wordt bepaald. Is nu die door- 
snede zoo klein mogelijk, dan is de hoofddoorsnede het 
ook, en eveneens de ellipsoïde met de aangenomen Z-as. 

De twee assen van de genoemde hoofddoorsnede moeten 
dus evenredig zijn met de overeenkomstige coördinaten van 
het gegeven punt, en hieruit volgt dan onmiddelijk weer, 
dat de drie assen der ellipsoïde zich als de drie coördinaten 
van dat punt moeten verhouden. 

De constructie levert geene moeielijkheden. 
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Opmerking van C, A. Cikot. 


Het gevraagde punt moet liggen op een van de diagonalen 
van het paralellepipedum, op de assen beschreven. 


Opmerking van F. T, A. Cedee. 

De in dit vraagstuk verkregen uitkomst geldt blijkbaar 
nog, zoo de assen een drietal verwante richtingen hadden 
aangegeven. 

VRAAGSTUK 134. 


Men trekt door een der snijpunten T van twee snijdende 
cirkels snüjlijnen, die den eenen cirkel in A en den anderen 
in B snijden, en zet daarop TU —= AB (met inachtneming 
der richting) af. Gevraagd de meetkundige plaats van U te 
bepalen. BVD: GRIEND JI, 


Opgelost door J. BOERS, C. BRAKMAN, W. B. BROCX, 
F.T.A.CEDEE, Mej. D. A. CREMER, Mej. Dr. A. A. DAL- 
NE SA RDEND BRR ev Ds GRIEND Jree P.J. 
HAMELBERG, Dr. A. KYLSTRA, W. MEYER, Dr. 

J. ROSE, P.J. SCHRIKKER, E. SMIT, V. Tu. v. D. 
VEN, H.G. A. VERKAART (2 Opl.), C. WAFEL- 
‘BAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. Boers, C. Brakman, J.v.d. Griend Jr., 
W. Meyer, HE. Smit, J. A. Wertenbroek. 


Zlj M het middelpunt van den cirkel, die in A, en N 
dat van den cirkel, die in B gesneden wordt, en MP // AB, 
NP | AB, dan is MP == 4 AB. Daar de meetkundige plaats 
van P een cirkel is met MN als middellijn, is de meet- 
kundige plaats van U een cirkel met een straal —= MN. 
Deze cirkel raakt de gemeenschappelijke koorde der cirkels 
(M) en (N) in T. 

Oplossing van Dr.J. Rose, F. T. A. Cedee, H.van Dinter. 

Zij V het tweede snijpunt der cirkels, C en D de snij- 
punten van de loodlijn op TV in T met de cirkels, TV == 2a, 
PC =2b, TD=2b. Zijn T de pool en TV de poolas. Dan 
zijn de twee cirkels 

o=2(acoswbsinw) 
g=2(acosw + b sin w). 

Zij ANVTB tor dans / VTA =m—0j, en 
TB —=2 (acosw; +-bsinw;), TC =2(—acosw, +b sin w‚), 
TV =TB +4 TC =2(b Hb’) sin w‚. 

De meetkundige plaats van V is dus de cirkel 
o=2(bb)sinw, die TV in T raakt. 
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VRAAGSTUK 185. 


In een driehoek is de som der zwaartelijnen grooter dan 
de som van elke twee zijden van den driehoek, en grooter 
dan à van den omtrek van den driehoek. De som van elke 
twee zwaartelijnen is kleiner dan 4 van den omtrek van den 
driehoek. J. Vo. GRIEND 


Opgelost door J. B. BAKKER, J. BOERS, W. B. BROCX, 
Mej. D. A. CREMER, Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, J. 
v.d. GRIEND -Jr., P. J, HAMELBERG Dr Aekeene 
STRA, W. MEYER, W. A. MULLER, J. He ROOG 
Dr. J. ROSE, W.H. SCHMELLING, E. SMIT, V, Tu. 
v.d. VEN, H. G. A. VERKAART, C. WAFEL- 
BAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. v d. Griend Jr. 


Zij A ABC de driehoek, AD, BE en CF de zwaartelijnen, 
Z het zwaartepunt. Om te bewijzen, dat 
AD + BE + CF >> AB + BO, trekt men AG Il ZB, dan is 
GBI AZ; BH II FC (dan is HO IBE of FAS ll ZE, 
dan is IC IL DZ. Uit de figuur volgt dan AG J- GB + BH + 
—J HI + IC > AB + BC of AD + BE + CF > AB + BC, 

De tweede stelling wordt bewezen door. op te merken, 
dat £ AD, £ BE en # CF de zijden van een driehoek zijn, 
waarin de halve zijden van den oorspronkelijken driehoek 
de zwaartelijnen zijn, en daarin de stelling toe te passen, 
dat de som der zwaartelijnen kleiner is dan de omtrek. 

De derde stelling wordt bewezen, door in dien driehoek 
de eerstgevonden stelling toe te passen. 


Oplossing van J.A. Wertenbroek, J. Boers, W. Meyer, 
Dr. J. Rose, W.H. Schmelling, H.G. A. Verkaart. 
Noem den driehoek ABC, zijne zijden a, b, c en zijne 
zwaartelijnen zo, 2 en 2, terwijl Z het zwaartepunt is. 
Zooals bekend is, kan men een driehoek construeeren, 
waarvan 2, Zp en 2, de zijden zijn; de medianen in dezen 


driehoek zijn dan gelijk aan 2/, der zijden van A ABC. 
Derhalve: elke mediaan is kleiner dan de som en grooter 
dan het verschil der beide andere medianen. 


Verder in A BOZ:#&z2, Jp a en in A ACZ:#z, + 
+ 32, > b waaruit door optelling: #2, Zep +42 >adt-br 
en dus zeker 2, + 27 + 2e >a + b(1), daar Jz, tap ta, 
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Door beschouwing van de driehoeken ABZ, BCZ en ACZ 
blijkt: -& (2, 4-2) >e, Alape) aen & (2, Hz) >b, 
waaruit door optelling: 

Za, FB + Ze >P/4 (a Hb HC) (2). 

Door (1) toe te passen op den A met z,, zp en 2, tot 

zijden, komt er: 5/4 (a Hb +0) > 2, + zp of 
Za Hp SZ 3/4 la Hb HC) (3). 


Oplossing van P.J. Hamelberg, Mej. Dr. A. A. Dalhuisen, 
W.A. Muller, V. Th.v.d. Ven. 

Zijn 2e, Zp, Ze de zwaartelijnen, A;, B,, C‚ hun voet- 
punten en Z hun snijpunt. Uit de AA AZC, BZC en 
A, 4 B; volgt: 

Bat tete, 
Bp 3 0, 
} Za In 52 Ed 6. 
Zat Sprh Br AC. 
Uit de AA BZU, CZA en AZB volgt: 
zp 0, 
8 5e äe 8 Zo Ze b, 
Ht pC. 
$ (Cad HZ) a tbe, 
zat F4 Hladbto). 

De eerste grens is de nauwste voor aJ-c<8b,-de 
tweede grens voor at-c°>3b. Tot beide grenzen wordt 
zoo dicht genaderd als men wil, als men A ABC gelijk- 


beenig neemt, en den top C tot de basis -AB laat naderen. 
Verlengt men CC, met een stuk C, Cy! = tz, dan vindt 


men door z, + 2p +2, >a Je toe te passen in A AZC,L 
waarvan & 2, # 2, #2, de zijden, 4 a, 4b, jc de 
zwaartelijnen zijn: 

3 (a Hb HC) F (eg + 20) 

Za Hey <dlatb-c0). 

Daar dit resultaat een gevolg is van het voorgaande, 

kan ook hier z, + zp zoo dicht tot de grens naderen als 
men wil. | 
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Oplossing van W. Meyer. 


AD, BE en CF zijn de zwaartelijnen van driehoek ABC, 
Z is haar snijpunt. 


IL. In A AZB is AZ + BZ >> AB, of 4 me, + & mp >, 
dus mm, + My, > HC 
In A BCF is CF >> BCO — BF, of Me >a—-tC 


opt. 
2m, >ate 
Evenzoo voor a + b en voor b +. 
LI Mast Mypes=dt Gr(Zie: B) 
My + MM, > 1lta 
Me FM, TED 
opt. 


23m, 1424 
dus 2m, > 20. 
III. In A CEF is CE << EE 4 CE 
of m, <tattb, dus 2m, <a tb. 
In A AZF is AZ —FZ<AF 
of #M, — FM, ZAC, dus $ Mm, — fMest 
NE 
Mg + $M, Sd 
dus Mm, H- Mm, SHL. 
Evenzoo voor me, + mp, en voor mp, + Mm 


VRAAGSTUK 136. 


In een koordenvierhoek ABCD, waarin AG de middellijn 
is, staat de rechte EF, die de snijpunten van de verlengden 
der overstaande zijden verbindt, loodrecht op AC, terwijl de 
projecties van BE en DF op BD gelijk zijn. 

Je Ve Ó GRIEND 


Opgelost door J. B. BAKKER, J. BOERS, C. BRAKMAN, 
W. B. BROCX, Mej. D. A. CREMER, Mej. Dr. A. A. 
DALHUISEN, J. v. d. GRIEND Jr. P. J. HAMELBERG, 

Dr. A. KYLSTRA, W. MEYER, W. A. MULLER, 
J. H. ROOG, Dr. J. ROSE, W. H. SCHMELLING, 
E. SMIT, V. Tr. v.d. VEN, H. G. A. VERKAART, 
C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 
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Oplossing van C. Brakman, W. Meijer, 
GA Verkaart. 


d. mn A EAF zijn ED en FB, die elkaar in C snijden, 
hoogtelijnen, zoodat AC de derde ‘hoogtelijn iS. 

b. Projecteer het midden M van EF op BD, en zij N de 
projectie, dan is NB == ND, daar M middelpunt is van 
den cirkel door EE, B, Den F. | 

Verder zij de projectie van E op BD het punt O en die 
van F op BD het punt P, dan is NO == NP, daar EOPF 
een trapezium is, waarin MN door het midden der zijde 
EF evenw. is getrokken aan de evenw. zijden. 

Hieruit volgt OB =— DP. 


Oplossing van J. A. Wertenbroek. 


Door op te merken dat FD en EB hoogtelijnen in A CFE 
zijn, blijkt gemakkelijk, dat AC { EF. Noem hun snijpunt 
G.E en F zijn de middelpunten van de aangeschr. cirkels 
aan de zijden GD, resp. GB van den voetpunts-A BDG. 
Zooals bekend, zijn dan de afstanden van D en B tot de 
respect. raakpunten op ’t verlengde van BD, aan elkaar 
gelijk, waaruit volgt dat de projecties van BE en DF op 
BD gelijk zijn. 

Oplossing van EF. T. A. Cedee. 

De lijn EF is de poollijn van het snijpunt van AC en BD. 
Daar AC een middellijn is staat EF | AC. Verder blijkt 
uit de figuur DF:BE —= DC:BC, Eveneens cos BDF: 
cos DBE —= cos ACF:cos ACE = BC:DC, waaruit volgt 
BIRRCOSR DIe == c0S. BE, 


Oplossing van C. Wafelbakker. 
Te bewijzen: 


Bewijs: 

T. In A AFE is C orthocentrum, 
wants / ADCY ZA BG 905 

dus is AC L DE. 

IH. Uit de gelijkvormigheid van 
de driehoeken F‚DF en BEF, en E‚BE 
en DFE (rechthoekig en BD antiparallel aan FE) volgt: 

BE DF Ri 
F, DE en EB EK, dus FD = EB. 


F EN 
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VRAAGSTUK 137. 


Een cirkel te beschrijven, die door een gegeven punt gaat, 
een gegeven cirkel rechthoekig, en een anderen gegeven cirkel 
in diametrale punten snijdt. J. v. D. GRIEND Jr. 


Opgelost door J. BOERS, W.B. BROCX, Mej. D. A. CREMER, 
Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, H. v. DINTER SSN 
GRIEND Jr., P. J. HAMELBERG, Dr. A. KYLSTRA, 
W.MEYER, J.H. ROOG, Dr.J. ROSE, W.H. SCHMEL- 
LING, E. SMIT, V. Tu. v.p. VEN, H.G. A. VER- 
KAART, C. WAFELBAKKER, J. A. WERTEN- 
BROEK (2 Oplossingen). 

Oplossing van Mej. Dr. A. A. Dalhuisen, J. H. Roog, 

Dr. J. Rose, HE. Smit. 

Zijn gegeven O M;C, O My A en punt P. 

Zij MC de gevraagde cirkel, dan is M‚,C Lt MC, en als 
men M, met P verbindt, snijdt deze den cirkel MC in een 
tweede punt Q, zoodat M; Q X M; P=M; C2 = rr. 


Ee ri? 
Zij M‚ P=p, dan is M‚, Q = —. 


Zoo is, als men P met M, verbindt, en PM, verlengt tot 
zij in R den cirkel MC snijdt : PMs X M‚ R == BMs X Ms A, 
en daar BM;== M; A =rgis, als PM, ==g, Mo RX q=70%, 

/ E 
of My R == ie 

Daar van cirkel MC nu bekend 
zijn drie punten (P,Qen R) vindt 
men zijn middelpunt uit de snijding 
der middelloodlijnen op PQ en PR. 

Constructie: 

Zoek eerst M‚ Q = 742: p, daarna 
M‚, R=r3? : q en deel PO sensER 
loodrecht middendoor, dan is het 
snijpunt dezer loodlijnen het middelpunt M van den ge- 
vraagden cirkel met PM = QM == RM tot straal. Deze cirkel 
gaat door P, snijdt O M; C rechthoekig en O Ms A in dia- 
metrale punten, dus is de gevraagde. 

De gevraagde cirkel ontaardt in de lijn in ’t oneindige 
en M, Ms, als P op M, Ms ligt. 

Oplossing van P. J. Hamelberg, Mej. D. A. Cremer, 
H.van Dinter, H. G. A. Verkaart, C. Wafelbakker. 


Zijn C, en C; de gegeven cirkels met stralen R‚ en Ro 
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en middelpunten M, en My, P het gegeven punt, terwijl 
de gevraagde cirkel den cirkel C, rechthoekig en C in 
diametrale punten moet snijden. 
Is M het middelpunt van een cirkel door P, die C, recht- 
hoekig snijdt, dan is | 
MM? — MP2 = R‚2, 
waaruit blijkt dat de Meerkundige EE dier middelpunten 
de machtlijn is van C,, en den cirkel om P met straal nul. 
Voor het middelpunt M van een cirkel door P, die Cs in 
diametrale punten snijdt, vindt men 
MP2 — MM? = R»?, 
hetgeen als meetkundige Plaats de EE oplevert van 
M, (als cirkel met straal nul), en den cirkel om P met 
straal Ro. 
Het snijpunt van de twee gevonden machtlijnen geeft 
ons het middelpunt van den gevraagden cirkel. 
Opmerking. Het middelpunt van den gevraagden cirkel 
is het machtpunt van drie cirkels met middelpunten M,, 


M, en P, en stralen V/R‚? + R32, o en Ro. 
Oplossing van J.A. Wertenbroek en J.v.d. Griend Jr. 


Het is gemakkelijk te bewijzen, dat het stelsel cirkels, 
welke de twee gegeven cirkels op de gevraagde wijze 
snijden, twee punten, gelegen op de verbindingslijn van 
de middelpunten dier cirkels, gemeen hebben. (Deze ver- 
bindingslijn is nl. machtlijn van het stelsel cirkels). Dus 
ook de gevr. cirkel moet door die twee punten gaan, en 
verder door het geg. punt. Daar men nu 8 punten op zijn 
omtrek kent, is hij gemakkelijk te construeeren. 


Oplossing van Dr. A. Kylstra. 
De cirkel X moet voldoen aan drie voorwaarden. 


1°. door P gaan; 

2°, cirkel M rechthoekig snijden; 

83°, cirkel N in diametrale punten snijden. 

Laten we eerst voorwaarde (3) weg dan is de meetk. pl. 
van de middelpunten der cirkels, die aan (1) en (2) voldoen 
een lijn 4 _L PM; want is B een punt der m. pl. dan is 
als uit B de loodlijn BT op PM wordt neergelaten 

PB? —= PT? + TB2=—= BA2 == BM? — r2=—= BT? + TM2— 7? 

dus PT? = TM? — 72 = constant. 

Nemen wij nu een willekeurige cirkel O, die aan (1) en 
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(2) voldoet, dan kunnen wij het drietal cirkels O, N, X be- 
schouwen. 

De machtlijn van O en X moet 
zijn de lijn PM. 

De machtlijn van O en N isde 
snijlijn CD. 

Het machtpunt der drie cirkels 
is dus het punt Q. 

De machtlijn van N en X moet 
middellijn zijn van N en is dus 
bepaald. Het gevraagde middel- 
punt X wordt nu verkregen 
door in N een loodlijn op NQ te zetten. Dr. A. KyLsrRA. 


VRAAGSTUK 188. 


Hen cirkel te beschrijven, die een gegeven cirkel rechthoekig 
snijdt, een gegeven rechte raakt, en waarvan het middelpunt 
op een gegeven rechte ligt. J. v.d. GRIEND er 


Opgelost door W. B. BROCX, Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, 
H. v. DINTER, J. v. p. GRIEND Jr. Dr. A KoRn 
J. H. ROOG (2 opl.), Dr. J. ROSE, W. H. SCHMELLING, 
E. SMIT, V. Tu. v. ov. VEN, H. G. A. VERKAART, 

C. WAFELBAKKER, J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. H. Roog en J. v. d. Griend Jr. 


Zij O de gevraagde cirkel, waarvan het middelpunt op b 
moet liggen, die a moet raken, en den cirkel M recht- 
hoekig moet snijden. 

Neemt men nu cirkel M als inversator, dus de macht 
van inversie + ru, M middelpunt van inversie, dan 
komen de cirkels M en O met zichzelf overeen, terwijl de 
raaklijn a getransformeerd wordt in een cirkel a,, die O 
raakt. 

Het vraagstuk is dus teruggebracht tot het volgende: 

Een cirkel te construeeren, die 
een cirkel (a,) en een lijn (a) raakt, 


ES en waarvan het middelpunt op een 
/) N gegeven lijn (b) ligt. 
Dit laatste geschiedt, door een 
b d 


lijn // aan a te trekken op een 
afstand gelijk aan 7, dan het 
spiegelpunt te construeeren van 
a, tjo van de lijn b, en door deze twee punten een cirkel 
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te brengen die de lijn // aan a getrokken raakt, door het 
raakpunt op die lijn te construeeren. 
Men vindt dan O en ook gemakkelijk den gevraagden cirkel. 


Oplossing van W. B. Brocx, H. van Dinter, J. H. Roog, 
_E. Smit, C. Wafelbakker. 


Zij l de rechte, waaraan de gevraagde cirkel raken moet, 
m de rechte, waarop het middelpunt moet liggen. 

Volgens een bekende eigenschap moet elke cirkel, die 
twee gegeven cirkels rechthoekig snijdt, de lijn der middel- 
punten in 2 vaste punten snijden. Hieruit volgt de con- 
structie: Construeer een willekeurigen cirkel, die zijn middel- 
punt in m heeft en den gegeven cirkel rechthoekig snijdt; 
deze snijdt de loodlijn uit het middelpunt des gegeven 
cirkels op m neergelaten, in de punten P en Q. Construeer 
nu een cirkel door P en Q, die de-rechte ! raakt; dit is 
de gevraagde. 

Deze constructie veronderstelt dat de rechte mm buiten den 
gegeven cirkel ligt. 

Dnijdt de rechte m den gegeven cirkel in A en B, 
dan kan men als volgt te werk gaan: Construeer een 
willekeurigen cirkel die zijn middelpunt in mm heeft, den 
gegeven cirkel rechthoekig snijdt, en de lijn / snijdt in 
C en D; verbindt A of B met C en D en deel den hoek 
door deze lijnen gevormd middendoor; de deellijn snijdt dan 
lin het raakpunt E van den gevraagden cirkel. Alle cirkels 
nl. die hun middelpunt in m hebben en den gegeven cirkel 
rechthoekig snijden vormen een coaxaal systeem waarvan 
A en B de grenspunten zijn. CD nu is een koorde van een 
dier cirkels; raakt deze koorde aan een van de andere 
cirkels van het systeem in het punt E,‚ dan onderspannen 
CE en ED gelijke hoeken aan elk der grenspunten. (Cf. 
Sequel to Euclid Book VI, Prop 8). Daar de genoemde 
eigenschap blijkbaar mag omgekeerd worden, is de con- 
structie bewezen. 

Men vindt in beide gevallen 2 cirkels. 

Anders: Voor het laatste geval kan nog dienen de volgende 
constructie: Neem een der snijpunten bv. A tot centrum 
van inversie, dan wordt de gegeven cirkel geinverteerd in 
een rechte »; de rechte m in zichzelf en de rechte / in een 
cirkel C door A. Construeer nu een cirkel, die zijn middel- 
punt heeft in het snijpunt van m en ”, en den cirkel C 
raakt; de inverse van dezen cirkel is blijkbaar de gevraagde. 
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Oplossing van J. A. Wertenbroek. 


Zij M de geg. cirkel, AB de lijn waarop het middelpunt 
van den gevr. cirkel moet liggen, en CD de geg. lijn waar- 
aan die cirkel moet raken. 

Laat nu uit M een loodlijn op AB neer, welke loodlijn 
de lijn CD in N snijdt. Beschouw vervolgens AB als de 
machtlijn van twee cirkels, nl. van den geg. cirkel M en 
een cirkel met N tot middelpunt. De straal van dezen 
laatsten cirkel wordt gevonden, door uit een wilek. punt 
op AB als middelpunt een cirkel te beschrijven, welke 
cirkel M rechth. snijdt; den straal van cirkel N vindt 
men dan door uit N aan den hulpcirkel een raaklijn te 
trekken. Het punt waarin de gevr. cirkel CD raakt, vindt 
men als snijpunt van cirkel N met die lijn. De cirkel is nu 
verder gemakkelijk te construeeren. 

Daar cirkel N, CD steeds in twee punten snijdt, vindt 
men in ’t algemeen twee cirkels. Deze cirkels hebben MN 
tot machtlijn. Hun snijpunten liggen dus op MN. 


VRAAGSTUK 139.1) 


In A ABC wordt zijde e door de bissectrice CD verdeeld 
in stukken p en q. De loodlijn in D op CD getrokken snijdt 
van elk der zijden a en b een stuk v af. Te bewijzen, dat 

4 abpq — c? v?, 
en deze formule toe te passen bij de constructie van een drie- 
hoek, waarvan gegeven zijn: a. de basis, de tophoek, en de 
(binnen- of buiten-) bissectrice van den tophoek; b. de tophoek, 
de (binnen- of buiten-) bissectrice daarvan, en de som der 
opstaande zijden. 

Ook gevraagd eemige constructie-opgaven samen te stellen, 
waarbij gebruik kan worden gemaakt van de formule in den 
gegeven vorm, of in de gedaante 

bn CU. 
EF MARS 


Opgelost door Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, H. v. DINTER, 
Pr J-: HAMELBERG se RTP HEROOG st nDre sans 
W.H. SCHMELLING, F.J. VAES, V. Tr. v. pn. VEN, 
H. G. A. VERKAART. 


1) Men zie ook vraagstuk 140, 141, 142. 
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Oplossing van F.J. Vaes. 

Men kan uitgaan van de 
eigenschap, dat, als D een 
punt is van de bissectrice 
van hoek ACB, lijnen door 
D van CA en CB stukken 
afsnijden, waarvan de som 
der omgekeerde waarden 
constant is. 

Wanneer dus een lijn AB 
stukken a en b, en een lijn 
GH gelijke stukken v af- 
snijdt, dan is 
je Ln atb 2 
AR d lb EA 

(Bedoelde eigenschap is onmiddellijk aan te toonen door 
het oppervlak van A ABC uit te drukken in a, ben /C, 
en ook als de som der A A ADC en BDC; men vindt 


Ee Sodk 2 
O8 L 
IKE op °es* ©). 
Daar p= ee, en q = AAN is OS, 
É PT atb 1 atb ENC ab” 


v? c2 
of pq —= zi De EE zoodat 4 abpg == Cc? v?. 

Zijn nu van een A ABC gegeven: de basis c, de top- 
hoek C, en de bissectrice B,, dan kan men de lengte v 
onmiddellijk construeeren, het gemakkelijkst door den om- 
geschreven cirkel van den driehoek te teekenen, daarop 
een willekeurig punt als top te kiezen, de bissectrice van 
den tophoek te trekken (die naar E loopt) de lengte B, af 
te passen en de loodlijn aan te brengen. Men weet nu dat: 

B =—=ab — pg, en dat 4 (ab) X (pq) —= c? v?, 
zoodat men heeft: ab + pg — VB Cc? v?, 
en dus: 2 pg —=— BZ HVB C2v2, | 
vn BE 2ab=B2 dv B C2 72, 
zoodat Lpg en ab kunnen worden geconstrueerd. 

Met behulp van de lengte (‘pq kan nu het punt D on- 
middellijk worden bepaald. 

Zijn gegeven: de tophoek C, de bissectrice B, en de 
som a +-b, dan maakt men gebruik van vab om a en b 
te vinden. ; 

Oplossingen van Vraagstukken W.T. 5en jg. 7 
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Indien de buitenbissectrice CD’ == B’, bekend is, wisselen 
de waarden van Wab en Wpgq om, daar B? —= pq — ab. 

De constructie van den wortelvorm is het gemakkelijkst 
uit te voeren door te schrijven : 


p= BBB (5), 
) C 
en op te merken dat c X ar cos +0 En 
x 4 AB 
cos / AEB 
zoodät pg — B, —_1B + WVB2 + AE?) | 
Wordt AF getrokken, AA’ == 4 X de gegeven bissectrice 
gemaakt, en uit A’ met } B, als straal een cirkel be- 
schreven, dan is pg —= B. X ER, en ab = B, X ES. 
Met behulp van een halven cirkel op ES als middellijn 
vindt men dan RU = Wpg, en SU —= Wub. 


Oplossing van P.J. Hamelberg. 


Zijn E en F de snijpunten van CB met de loodlijnen in 
Den A op CD getrokken, dan is als BD =p en AD =g is: 
BEND 

Daar BF =b—a (a << b ondersteld) en BE =v—uis, 
wordt dit: 


SIAL, 


wd) c= (b—a) p, 
Cv =aq + bp =2ag=2bp, 
cC2v2=—=4abpg. 

De beide laatste formules gelden eveneens als CD buiten- 
bissectrice is: 

a. Van A ABC is gegeven AB, / ACB en de binnen- 
bissectrice CD =l. Dus kan A DCE en daarmede CE —= v 
worden geconstrueerd. 

Men vindt uit ev —= 2 aq —=2 bp 

CV CV 

je 9 Je Te ) ’ 
hetgeen, in de vergelijking (2 = ab — pq gesubstitueerd, 
geeft: 


2 192 
PPH =0, 


ks 
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waaruit: 
2 , 
p= — GEVE, 


waarbij alleen het positieve teeken te gebruiken is. 
Dus kan W/pg worden geconstrueerd en, daar p + q=c, 


ook p en g. Dit kan echter alleen als pg S tc, waaruit 
men afleidt dat /S Je cot 4C zijn moet, iets dat ook ge- 
makkelijk rechtstreeks is in te zien. 

Om A ABC te construeeren, beschrijft men op AB een 
cirkelboog, die den gegeven hoek C bevat. Zij G het midden 
van den boog waarop de gegeven hoek staat. Het snijpunt 
van GD met den cirkel geeft dan het punt C. Men vindt 
zoo slechts één driehoek, die aan de vraag voldoet. 

Is CD —=/ buitenbissectrice, dan is [2 = pq — ab. In de 
formule voor pg heeft men dus slechts /? door — (2 te ver- 
vangen, dus: 

pa = dj ae VASE 


waarbij weer alleen het positieve teeken te gebruiken is. 

Voor het punt G dient thans genomen te worden het 
midden van den boog, die den gegeven hoek bevat. Opge- 
merkt zij dat nu voor alle waarden der gegevens één drie- 
hoek gevonden wordt. 

b. Van A ABC is gegeven / ACB, de binnenbissectrice 
CD en ad-b=m. Als boven kan v worden geconstrueerd. 
Verder is: 


waaruit : ab =—. 


Daaruit kan Wab worden geconstrueerd en, omdat (a + b) 
=— m bekend is, ook a en b en dus tevens /\ ABC. Dit 
kan alleen als Wab S 4m, waaruit volgt dat / S 4 mm cos 4 C 
zijn moet. 

Is CD de buitenbissectrice dan vindt men als a > b is 


ev (Uit) 
WES Sen 
Substitueert men hierin b = m— a, dan krijgt men: 
2 tw-ma e=, 


2 
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Od 
2 
pt? F4 WV? do. 

Alleen dan is, in overeenstemming met de onderstelling, 
a>b als we de bovenste teekens nemen. De uitdrukkingen 
voor a en b zijn dan steeds positief, zoodat men altijd één 
oplossing vindt. 

Oplossing van J. H. Roog. 
en Verlengt men de zijde AC met CB, 
Chef dan is de lijn KB // de hoekdeellijn CD. 
ee NDE Trekt men daarna CF / GH. (GH in 
5 EN D 1 CD), dan halveert CF / KCB 
js Ht daar CF | CD. 

Nuis A CGD ep A CKF: GG: CK: SOD ERN 

vt a == CDK 

In A AKB, is: CD sKB inns 


CD: = q 


waaruit : a= J/M? + o%2, 


GD: Kir 
Dit (1) en (2) volgt: vaer 
}v=agq 
L 2 y2 —= aq? q2. 
Daar CD bissectrice is, heeft men: ab Den 


…(®. 


alzoo dv? =abpg 
c2v? —= 4 abpg. 
Enz. 
Oplossing van Dr. J. Rose. 
ac be 
1. Men heeft: pp == atb’ q Tab 
en door het theorema van Stewart: 
ope 4 OP pes UD IG TD ee 
Ee C ke (a+-b2 
eg 


Maar pe y= GD 5 
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C__ (atb? 


en omdat cos? — ‚ kan men 
4 ab 
4 a2b2e 
si rv de ET 
schrijven c2 v BF @2. 
4 a? b2c? 
M 5 == nn 
en heeft ook: 4 abpgq atb 
dus 4 abpq —= C2v?, 
Daaruit volgt: yv —= gen ADD a 
St: U = ab’ p= à Aq == OV. 


Zijn CE de buitenbissectrice, pl en q! de stukken op c, 
vl het stuk op a en b. Dan heeft men 


elf nl al ma 
Pp ash? q Deh Ci c 5) 
Am ab [c2 — (a — b)?} 
lg 
c2 CE 4 a? b2 c2 4 a? b2 c2 
OAT et EAP DR Ee 
c2v EN gel eed un 


Dus men heeft ook: 


== zis 2 bpl=2 aq! = col, 


vl 
db? 


Enz. 


Oplossing van V. Th. v. d. Ven. 


Als DE en AF 1 CD, de zijde BC in E en F snijden 
en AF de bissectrice in H snijdt, dan is: 
ABSDB =S AR SDE: 
ee DE 


BROD == GU en 
OO Di Of 
bp — aq dus 2ag = 2 bp == et 
4 abpg — Cc? v?. 
Enz. 
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Oplossing van W. H. Sehmelling en H. G. A. Verkaart. 


Wentel A ADC om DC, dan valt, AC langs BO, ALB 
is dan (b— a). De loodlijn in D op DC is dan bissectrice 
van \ Al BD, waarvan de opstaande zijden, de stukken 
zijn waarin C door bissectrice CD verdeeld wordt. Ze zijn 


dus en verhouden zich als a: b. 


ac be 
ab KA Jb 
Ook BA! = b — a wordt in reden van a :b verdeeld, 
a(b—a) __2ab 

EEE 

ODE Rest DS 
CEC 7 

Dd SA ORAUS DA EN 
4a2q2=4b2p?=cv?, dus 2 ag =2bp =ev. 

Zijn nu gegeven: c,‚ tophoek C, en binnen of buiten- 
bissectrice : 

Construeer een rechthoekigen driehoek, met rechthoeks. 
zijde c en scherpen hoek 1/9 /C. De hypothenusa is dan v- 


ag ON 
CD ab CER () PRE 
Hieruit a + b oplossende vindt men: 
—_2 4 
CD CD + cv? 
her ve land 


zoodat we vinden voor v, a + 


4 abpg — 4 ab. — C2 v?. 


v 
Enz. 


De vraag om eenige opgaven samen te stellen werd be- 
antwoord door Mej. Dalhuisen, P. J. Hamelberg, J. Rose en 
W. H. Schmelling. Hun opgaven zijn in onderstaande tabel 
vereenigd, en aangeduid door de letters D, H, R, en S. 
(Op het voetspoor van het aardige boekje van W. Schlags, 
dat op bladz. 116 van den Sen jaargang besproken is). 

Er zijn nog een aantal open vakken, voor welke de 
constructie meer of minder eenvoudig is. 

Het is zeer eigenaardig, dat slechts tweemaal eenzelfde 
opgave door twee personen werd gegeven. 

De redactie houdt zich zeer aanbevolen voor verdere in- 
en aanvulling van de tabel. 


cah 


D 
Ed 
A 5 0 
0 Ee aa) 
en 


Ae 
nt er) 
nd 
(0) 

al 
ES 
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VRAAGSTUK 140%. 


Twee willekeurige punten van eenzelfden cirkel zijn elk voor 
zich oorsprong van een limacon van Pascal, waarvan de 
cirkel richtlijn is. De beide limacons zijn congruent. Gevraagd. 
de meetkundige plaats van de middens der lijnen, die telkens 
twee overeenstemmende punten verbinden. Met overeenstemmende 
punten worden punten bedoeld, die gelegen zijn op twee voer- 
stralen, welke door eenzelfde punt van den cirkel gaan. 

F. J. Vars. 


Opgelost door J. B. BAKKER, W. B. BROCX, FE. T. A. 
CEDEE, Mej. D. A. CREMER, Mej. Dr. A. A. DAL- 
HUISEN, H. v. DINTER, P. J. HAMELBERG, 
Dr. A. KYLSTRA, F. J. VAES. 


Oplossing van F.J. Vaes. 


Zijn in de figuur op bladz. 97 A en B de vaste punten 
op den cirkel, en is v het stuk, dat op de voerstralen AC 
en BC van C af ter weerszijden wordt afgezet, dan zijn G, 
H, len K overeenstemmende punten van de beide limacons. 
Ligt E evenver van A als van B, dan gaat CE als bissec- 
trice van / C door het midden van GH en van IK, ter- 
wijl CD steeds dezelfde lengte behoudt. Bijgevolg door- 
loopen D en L ook een limagon met E als oorsprong; 
evenzoo beschrijven M en N een andere limagon, waarvan 
“de voerstralen- door F, het tegenpunt van E,‚ gaan. 


Oplossing van J. B. Bakker. W.B. Brocx, Mej. D. A. Cremer, 
H.v. Dinter, P.J. Hamelberg, Dr. A. Kylstra. 

Zijn O, en Os de twee gegeven punten, P een wille- 
keurig punt van den cirkel, A, en Ag de daarbij behoorende 
overeenkomstige punten der beide limacons, en M het midden 
van A, As. Daar PA,, PA9 en / A;PAs constant zijn, 
is ook PM constant. Verder gaat PM door het midden van 
dien boog O, Os, waarop P niet ligt, als PA, en PAs beide 
gelijk- of beide tegengesteld gericht zijn met O, P resp. Os P; 
echter door het midden van den boog O4, 0, waarop P ligt, 
als PA, gelijk gericht is met O, P, en PAs tegengesteld 
gericht met OP of omgekeerd. 

De meetkundige plaats van M bestaat dus wit twee limacons, 
waarvan de oorsprongen diametraal tegenover elkaar liggen, 
nl. in de middens der beide bogen O, O5. 


*) Dit vraagstuk staat in nauw verband met: de Le 189, 
141 en 142, 
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Opmerking. Zijn de beide limacons niet congruent, en 
verdeelt men A; As in stukken, die een willekeurig gegeven 
verhouding hebben, dan bestaat de meetkundige plaats 
eveneens uit twee limacons, waarvan de oorsprongen op 
den cirkel harmonisch van O, en O9 gescheiden worden. 
Zijn nl. M en ML de punten van de m. pl., die uit het- 
zelfde punt A, ontstaan, dan snijden PM, PM!, PO, en PO, 
de lijn MM! in M‚, ML het de van MM! en het onein- 
dige, dus in vier harmonische punten. 


Zoo P, en P, de oorsprongen der beide limagons Ly, en La 
zijn, S een punt op de richtlijn, A, en A/‚, de bijbehoorende 
punten van L,. Evenzoo As en Aot die van Ly, dan is 
A’, Ao Ay; A5 een parallelogram, dat bij verplaatsing van 
S niet van gedaante verandert. De verbindingslijn der 
middens van A; As en A A's verdeelt dus de hoeken, ge- 
vormd door P,S en PyS steeds op dezelfde wijze en blijft 
even lang. Hieruit volgt, dat door die middens een nieuwe 
limacon van Pascal beschreven wordt, van dezelfde soort 
als die gegeven zijn. 

Uit dit bewijs volgt tevens, dat dit ook het geval zal 
zijn, zoo de beide limacons niet congruent zijn, indien 
slechts de beschrijvende punten de zijden van het paral- 
lelogram in een standvastige verhouding verdeelen. 


VRAAGSTUK 141 ”). 


Gegeven zijn twee onderling loodrechte assen, en op een, 
daarvan een vast punt. Hen lijn van constante lengte glijdt 
met haar uiteinden op OX en OY; aan die lijn is een tweede 
lijn vast verbonden onder een rechten hoek. Gevraagd de beide 
laatste lijnen te teekenen in den stand, waarbij de tweede lijn 
door het vaste punt gaat. er SA VEARS, 


Opgelost door J. B. BAKKER, C. BRAKMAN, W. B. 
BROCX, Mej. D. A. CREMER, Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, 
H. v. DINTER, P.J. HAMELBERG, Dr. A. KYLSTRA, 
W.A. MULLER, Dr.J. ROSE, W.H. SCHMELLING, 

P.J. SCHRIKKER, E SMIT, F.J. VAES, V. Tr. 

Ve DaveiNeRE. OA. VERKAART:, 

J. A. WERTEN BROEK. 


*) Dit vraagstuk staat in nauw verband met de vraagstukken 189, 
140 en 142, 
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Oplossing van F.J. Vaes. 


Neem in de figuur op bladz. 97 CE en CF als assen, 
D als het vaste punt, EF als de lijn van constante lengte, 
AB als de loodlijn, dan ziet men dat het vraagstuk terug- 
gebracht is tot N°. 139. 


Oplossing van J. B. Bakker, C. Brakman, W. C. Brocx, 
Mej. Dr. A. A. Dalhuisen, H. v. Dinter, Dr; ArsKulstras 
W. A. Muller, P. J. Schrikker, E. Smit, V, Th vedanken: 


Zij AB de lijn in de gevraagde stand. Zij CD de loodlijn, 
die door ’t vaste punt gaat: Zij verder OP constant = b. 
AB constant —= p. AC constant — a, dan is de lijn bekend 
als men kent AP. Stel deze z. 

A APC > A ABO 
a:x=(bt-20):p 
ap — bx + 1? 
2 br — dp =O 
L=— bren 

Hieruit is © te construeeren. 

Oplossing van Mej. D. A. Cremer. 


Zij AB de lijn van constante lengte, waarop in C een 
loodlijn CD is opgericht. Om van deze lijnen den gevraagden 
stand te vinden, veranderen wij de opgave zoo, dat we 
AB met CD als onbeweeglijk beschouwen, terwijl wij dan 
de onderling loodrechte lijnen OX en OY zoodanig trachten 
te teekenen, dat de eerste door A, de tweede door B gaat 
en het vaste punt P van OX in CD komt te liggen. 

O moet dan zijn een punt van den cirkel op AB als 
middellijn beschreven. Verder moet OA de lijn CD snijden 
in P, waardoor dus de afstand van dat snijpunt tot O 
bekend is. | 

Behalve op den geconstrueerden cirkel moet O dus liggen 
op de conchoïde, waarvan A is het vaste punt, CD de 
richtlijn en OP het standvastige stuk, dat op de verschil- 
lende vectoren moet worden afgezet. Wij hebben dus te 
zoeken de snijpunten van een conchoïde met een cirkel, 
die door het vaste punt gaat en zijn middelpunt heeft op 
de as van symmetrie der kromme, een vraag waarvan de 
oplossing in no. 142 wordt gegeven. 


Oplossing van Dr. J. Rose. 


Zijn A en B de uiteinden van de lijn van constante 
lengte /, C het voetpunt van den rechten hoek, P het 
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vaste punt op OX, AC =a, BC =b, ABP = gp (B ligt op OX). 
Men weet dat de meetkundige plaats van C een ellips is 
waarvan a en b de assen zijn. De coördinaten van C zijn 
a cos p‚ b sin g. 
De loodlijn in C op AB wordt voorgesteld door: 
y—b sin p= ecotg gp (”—a cos pg). 
Indien zij door P gaat, dan is: 
—b sin p=cotg p (Pp —a cos p) (p=OP), 
of wel l COS? p—p COS p—b=o, 
ptV pt 40 
2l 
Men construeert c?2=4bl, d2 =p? +-c?; dan cos p‚ = 


—f EE COS py = — ae, waardoor gp, en ps bepaald zijn. 


Elke waarde geeft twee standen voor de beweeglijke lijnen. 


waaruit volgt: cos p = 


Oplossing van W. H. Schmelling. 


Zij gegeven lijn - JL 5 —= 1, a2 + 2 == [2 (constant); 
het vaste punt zij a, o. De lijn loodrecht op 5 en gl 
snijde daarvan een stuk m af. 

—d 

De lengte der loodlijn uit a, oop L 6 lk ik Se 

2 (a — A)? 
dus het stuk m is: W/ je — 0)? — rel 
2 
mem (earl DD) Pte) (PD, 


Pm? —= a? (« — a}2, 
Im == a (a — d), 
dus «2 —aa—lm=o, a=tadtWa?t4 im. 


De constructie is nu zeer eenvoudig. 
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Oplossing van J. A. Wertenbroek. 


Laat de lijn in den gevraagden stand op OX in ’t punt 
A en op OY in ’t punt B rusten; zij P het vaste punt op 
OX en Q het punt, waarin de beide rechthoekig op, elkaar 
staande lijnen elkaar snijden, de liĳn AB in de beide 
deelen QA =a en QB=b verdeelende. Lijn OY is dan als 
de inverse figuur $ macht: a (a+ b)t te beschouwen van 
den cirkel op PA als middellijn beschreven, terwijl A de 
pool is. A ligt dus zóó op OX, dat AP X AO =a (a + b) ==? 

Om dit punt A te vinden, beschrijft men een cirkel M, 
gaande door O en P, trekt in een willek. punt: S van zijn 
omtrek een raaklijn aan dien cirkel, en neemt op die 
raaklijn een stuk SC =ec; de cirkelboog uit M met MC 
als straal beschreven, zal dan OX in ’t punt A snijden. 
De lijn AB in den gevraagden stand volgt nu verder 
gemakkelijk. 


Oplossing van P.J. Hamelberg. 


Zij D het vaste punt, bv. op de positieve Y-as, AB de 
lijn, die met het uiteinde A langs OX en met het uiteinde 
B langs OY glijdt, in een stand, waarbij de loodlijn in C 
op BA opgericht door D gaat. 


Uit A DBC ev A ABO volgt: 


OB: BC = BA: (OB — OD), waarin OB positief is als B 
op de pos. Y-as ligt, en BC pos. als BC gelijkgericht is met BA. 
OB? — OD X OB — BC X BA =0, 

OB = }OD +4 W/ OD? + 4BC X BA, 
waaruit, daar OD, BC en BA bekend zijn, OB kan worden 
geconstrueerd. 

De gevonden waarde voor OB geeft alleen dan een 
oplossing, wanneer haar absolute waarde kleiner is dan die 
van BA. Deze voorwaarde opschrijvend en herleidend, komt 
men tot het volgende resultaat. 

Er zijn 4 gevallen te onderscheiden: 


1°. Het punt C ligt tusschen B en A (BC en CA pos.) De 
negatieve wortel geeft altijd een oplossing, de pos. wortel 
alleen wanneer OD < CA. 

We krijgen dus twee aan de vraag voldoende punten B 
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(een op de pos. en een op de neg. Y-as) voor OD ZCA, één 
punt B (op de neg. Y-as) voor OD > CA. 


2%, Het punt C ligt op het verlengde van BA aan de zijde 
van A (BC pos., CA neg). De neg. wortel geeft een op- 
lossing wanneer OD Z AC, de pos. wortel geeft geen op- 
‚lossing. We krijgen dus eén punt B (op de neg. Y-as) voor 
OD ZAC, geen punt voor OD < AC. 

83°. Het punt C ligt op 't verlengde van BA aan de zijde 
van B terwijl CB > BA. De resultaten zijn dezelfde als in 
het vorige geval met dit verschil, dat nu voor OD Z CA 
het punt B op de pos. Y-as ligt. 

4°. Het punt C ligt op ’t verlengde van BA aan de zijde 
van B terwijl CB<<BA. De pos. wortel geeft een oplossing 
als CAZOD22 VCB X BA, de neg. wortel als 
OD =2W CBX BA. Is CA ZOD>2V CB X BA (hetgeen 
mogelijk is voor CB<BA) dan krijgen we twee punten B 
(beide op de pos. Y-as). Is OD >CA dan krijgen we één 


punt B (op de pos. Y-as). Is OD =2V/ CB X BA dan 


vallen beide punten B samen, en is OD <2 CB X BA 
dan krijgen we geen oplossing. 


Van deze resultaten kan men zich rekenschap geven 
"door de lĳn AB te laten glijden van den stand OB,, 
waarin AB langs de pos. Y-as valt, tot den stand OBs, 
waarin AB langs de neg. Y-as valt, en de beweging te 
beschouwen van het snijpunt Di van de Y-as met de lood- 
lijn in C op AB. In ’t iste der 4 gevallen beweegt D! zich 
van B, naar het neg. oneindige, en vervolgens van het pos. 
oneindige naar B, (B, B, wordt dus tweemaal doorloopen). 
In het 2e en 3e geval gaat Dl van B, naar het pos. onein- 
dige, en van het neg. oneindige naar B, (B, Bs niet door- 
loopen). In het 4e geval nadert Dt het punt O tot op een 


afstand 2V/CB X BA, keert terug, gaat naar het pos. 
oneindige, nadert vervolgens van het neg. oneindige het 


punt O tot op een afstand 2 V/CB X BA, en keert daarvan 
terug tot het punt B. 


Opmerking. Voor ’t geval dat C tusschen B en A ligt, 
kan het vraagstuk tot no. 1394 worden teruggebracht. 
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Beschrijven we op AB als een middellijn een cirkel, en 
zijn E en F de snijpunten van dien cirkel met de loodlijn 
in C op AB opgericht, dan zijn van A EOF bekend de 
basis EF, de tophoek EOF ==} bg EF, en de bissectrice OD. 


VRAAGSTUK 142*). 


Gegeven zijnde een conchoïde van Nicomedes en een cúrkel, 
die door het vaste punt gaat, en zijn middelpunt heeft op de 
as van symmetrie van de kromme; wordt gevraagd de snij- 
punten te construeeren. FJ VAS 


Opgelost door J. B. BAKKER, W. B. BROCX, Mej. D. A. 
CREMER, Mej. Dr. A, A. DALHUISEN, P.J. HAMEL- 
BERG, Dr. A. KYLSTRA, Dr.J. ROSE, F.J. VAES. 


Oplossing van F.J. Vaes. 


Is in de figuur op bladz. 97 E het vaste punt, AB de 
richtlijn, Bec het stuk dat op de voerstralen wordt afgezet, 
EF de middellijn van den cirkel, dan blijkt de constructie 
overeen te komen met die van vraagstuk 189. 


Oplossing van H. van Dinter en Dr. A. Kylstra. 


Zij de afstand van het vaste punt O tot het snijpunt 
van den cirkel met de richtlijn der conchoide: k; a de lengte 
der stukken eener voerstraal tusschen richtlijn en conchoide; 
verbindt O met een der gezochte snijpunten P, laat OP de 
richtlijn snijden in Q en zij OQ == x; dan heeft men 

x (Jb) = KZ. 

Construeert men dus 2 lijnen wier verschil —= b en wier 
produkt = Kk? is, en beschrijft men uit O cirkelbogen met 
deze lijnen resp. tot stralen, dan vindt men de punten Q 
op de richtlijn en dus de voerstralen waarop de gevraagde 
snijpunten moeten liggen. 


Oplossing van Dr. J. Rose. 
Zijn het vaste punt de pool, en de as van symmetrie 
de poolas, 2R de middellijn van den cirkel. 


*) Dit vraagstuk staat in nauw verband met de vraagstukken 139, 
140 en 141. 
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De conchoïde van Nicomedes en de cirkel zijn dus 
a 


OE Jb, e=2R eos. 
a 
Voor N 2e it 
oor de snijpunten is dus Tr Jb == 2R cos w, 


of 2R eos — b COS w — d —=0. 


bt Wb? + 84 R 
4R 

Men construeert c2=8aR, d2=b?c?; dan is 
gr OE 

4R * 4R 

w, is een scherpe hoek van een rechthoekigen driehoek 
waarvan b + d de hypothenusa, 4R een zijde zijn. 

wy is het supplement van een scherpen hoek van een 
rechthoekigen driehoek waarvan d—b de hypothenusa, 
4R eene zijde zijn. Met de lijnen te trekken die met de 
poolas deze hoeken maken, vindt men 2 snijpunten; sym- 
metrisch ten opzichte van de as liggen nog twee snijpunten. 


Daaruit volgt cos w = 


GOS — COS wg —= — 


Oplossing van P. J. Hamelberg. 


Zij B het vaste punt, A het op den cirkel diametraal 
daartegenover liggende punt, O een der snijpunten van 
den cirkel met de conchoïde, D het snijpunt van BO met 
de richtlijn der conchoïde, C het snijpunt van de richtlijn 
met de as van symmetrie. 

Het vraagstuk is terug te brengen tot n°. 141 door OB 
en OA te beschouwen als vaste assen met het vaste punt 
D op de as OB, en AB met de loodlijn daarop in C als 
bewegende lijnen. We krijgen een oplossing als de loodlijn 
in C op AB door D gaat. 


Evenals in n°. 141 heeft men ook nu: 


OB =4OD + 1 W/ OD? + 4 BO X BA, 
waardoor de snijpunten O onmiddelijk gevonden zijn. 

De vier gevallen van n°. 141 worden in dit vraagstuk, 
als men gemakshalve B links van de richtlijn onderstelt, 
en het rechter snijpunt van de conchoïde met de as van 
symmetrie E,‚ het linker snijpunt F noemt: 
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1°. De cirkel snijdt de richtlijn. Ligt E binnen den cirkel 
dan krijgt men 4 snijpunten, 2 links en 2 rechts van de 
richtlijn; ligt E op den cirkel dan vallen de beide laatst- 
genoemde snijpunten samen; ligt E buiten den cirkel dan 
zijn alleen de 2 snijpunten links over. 


2%. De cirkel ligt rechts van het vaste punt, maar snijdt 
de richtlijn niet. Ligt A rechts van F, dan krijgt men 2 
snijpunten; ligt A links van F dan krijgt men geen snijpunt. 


38°. De cirkel ligt links van het vaste punt en heeft een 
middellijn die kleiner is dan de afstand van het vaste punt 
tot de richtlijn. Ligt A rechts van F, en heeft dus de con- 
choïde een niet-geïsoleerd dubbelpunt, dan snijdt de cirkel 
de lus van de conchoïde in twee punten; ligt A-links van 
F dan krijgt men geen snijpunt. 


4°. De cirkel ligt links van het vaste punt en heeft een 
middellijn die grooter is dan de afstand van het vaste punt 
tot de richtlijn. Ligt A links van F', dan snijdt de cirkel 
de lus in 4 punten als OD >2WCB X BA is, terwijl de 
cirkel de conchoïde niet snijdt, wanneer OD <2 VCB X BA 
is, en tweemaal aanraakt als OD =2W/CB X BA. Ligt A 
rechts van F, dan snijdt de cirkel de lus in 2 punten. 


Opmerking. De conchoïde en de cirkel hebben 4 X 2=8 
snijpunten; daar de conchoïde door de beide cirkelpunten 
in ’toneindige gaat, en de cirkel door het dubbelpunt van 
de conchoïde, blijven nog 4 snijpunten te construeeren 
over, welke twee aan twee symmetrisch liggen en dus 
dezelfde projectie op de as van symmetrie hebben. Hieruit 
blijkt direct, dat het vraagstuk aanleiding zal geven tot 
een vierkantsvergelijking, en dus de constructie met passer 
en liniaal zal zijn uit te voeren. 


VRAAGSTUK 148. 


Bewijs, dat de stelling van vraagstuk 69 (Bden jaargang, 
blade. 71) ook waar is voor een willekeurig punt in de rwimte. 
H. G. A; VERKAART. 


Opgelost door P. J. HAMELBERG, H. G. A. VERKAART, 
J. A. WERTENBROEK. 
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Oplossing van H. G. A. Verkaart, J. A. Wertenbroek. 
Voor een willekeurig punt Q, loodrecht boven P gelegen, 
heeft men: | 
D? =d? 4 h2; Dj? = dj? + h?; enz. 
Dire D' 


r rz T3 r 
0 derde? d2 
A’ ( Ti a Yg ; (£ In 


1 
zj bs Eef A Em En 
Lenes ): 
De eerste term is gelijk aan 8 R,‚ volgens hetgeen in 
vraagstuk 69 bewezen is. De tweede term heeft een factor nul. 


Oplossing van P. J. Hamelberg. 


Zooals uit het onderstaande blijkt, is het voor ’t bewijs 
geheel onverschillig of het willekeurige punt al of niet in 
het vlak van den driehoek ligt. Zijn M, M‚, M‚ en M, de 
middelpunten der in- en aangeschreven cirkels van A ABC, 
dan is M het zwaartepunt der punten M‚,, My en M, als 


j 1 1 
men daaraan massa’s RE en rn toekent. Volgens een 


drestb C 
bekende stelling is 


d MM? 1 MM? de 
een 2 == —. 
Blei El + $ 
Nu is MM, de middellijn van den omgeschreven cirkel 
van A CMB, dus 


a a bc 
EE sin4(B+C) cos{A =a Varen: 


MM,’ a?o 
1 ST, 

MM? 
| Tj 22E en, 

Ab 1 

d> 2 
| ET EN 

ke r 


Oplossingen van Vraagstukken. W. T. Ben jg. 8 
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VRAAGSTUK 144. 
Bewijs, dat de zesterm 
nor +B__ A(nHiart2t(n 42) tE 
+ (Nn +2) 22 — (nd) dn 
voor alle geheele positieve waarden van n deelbaar is door 
(2 — 1). H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door J. B. BAKKER, L. BRAKMAN, W. B. BROCX, 
F. T. A. CEDEE, Mej. D. A. CREMER, 
Mej. Dr. A. A. DALHUISEN, P. J. HAMELBERG, 
Dr. A. KYLSTRA, J. H. ROOG, Dr. J. ROSE, 
W. H. SCHMELLING, Dr. G. C. A. VALEWINK 
V. T.L. v. D. VEN, H. G. A. VERKAART. 


1ste Bewijs van H. G. A. Verkaart. 
Vervangen we x door y + 1, dan kunnen we voor den 
zesterm schrijven: | 
in Wd Dn DWD H2} yi 
+ (NHD (y +172 (Nn HD(Y +1) Jr == (Nn Y*— NY) 


age EED ga my tij tnt 42 


Voeren we de bewerkingen uit, dan vallen alle termen 
weg, behalve die, welke 45 en yf bevatten. De vorm is 
dus deelbaar door yf of (# — 1)£. 


2de Bewijs van H. G. A. Verkaart. 


Noemen we den zesterm Y, dan is Y, = (&— 1)® 
Verder hebben we 


Spr Ip=wtDaPti (Bp Harte 


+(Bpt5aPti_ partija rtl. 

Voor p=l is deze vorm, dien we Z noemen, gelijk aan 

225782 rlr 1) (we — IE 
Zim +1 — Am (+2) r(r — It 

Hieruit blijkt, dat Z en dus ook Y steeds door (w — 1)f 
deelbaar is. Voor Z hadden we ook kunnen schrijven 
fp Dart ptertigij 

De vorm tusschen accoladen is blijkens Wisk. Tijdschr., 
gen jaargang, bladz. 157, (1) steeds door (@ — 1)? deelbaar. 
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3de Bewijs van H. G. A. Verkaart. 


Zoeken we Y,41-—%Yp, dan vinden we daarvoor 
+(Bpt5)a—Ppt tat (p +1). 


Van dezen vorm, dien we W noemen, moet nog de 
deelbaarheid door (&— 1)* bewezen worden. Dit kan als 
volgt geschieden: 


W‚ == Zat — 2 BT A2 (we + 2 — 
Won 1 — Wam == (Mm +2) (r—1)t. Hieruit blijkt ’t gestelde. 
Ook heeft men: 
Weijer FE (ptDedpti}. 


De 2de factor is, blijkens Wisk. Tijdschr. 2en jaargang 
bladz. 157, (5) door (x@ — 1)? deelbaar. 


4de Bewijs van H. G. A. Verkaart. 


De 3 termen van den hoogsten graad kunnen tegelijk 
geëlimineerd worden, als men van 3 opeenvolgende waarden 
van Y gebruik maakt. Men heeft nl: 


Np ALL LX p= 2) (@ — 14. 
Daarbij is Y, =(&— 1). 
Yo =2(r +1) (4 —1)f. 
Hieruit blijkt, dat ook voor alle hoogere waarden van » 
de zesterm door (x — 1)t deelbaar is. 


Bewijs van J. B. Bakker, W. B. Brocx, Mej. D. A. Cremer, 
Ber UM ELDET Oe Ve NV. da Ven’ HG ArVerkaart: 


Dat de vorm F(x) door # — 1 deelbaar is, blijkt daaruit, 
dat de som der coöfficiënten of 


tee ete (et 2) (net 1) =D, 
Fl(o)=n(n+3) art? ndi tid 
H(nt-1) (nd 2) 2 H2(n +2) 2(n +1). De som der 
coëfficiënten is: 
n(n +3) — 2 (n +1) (n +2) H(n HD +2) + 
H- 2 (Nn H- 2) — 2 (nt 1) =0. 
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Ook Fl(x) is dus door (x — 1) deelbaar. 
F2 (@)=n(n 2) (n +3 ti 2m 1(n +2) + 
nn 142) aL 4 A(n +2). 
De som der coëfficiënten, gedeeld door x +2, is 
n(n +3) — 2 (n +12 H-n (Nn + rn 
F2(x) is dus door (@ — 1) deelbaar. 
Na door 1 2 gedeeld te hebben, BaN we de En 
afgeleide. Deze is: 
F3 (@)—=n(n +1) (n4-3) 2" —An(nHijxzTid 
Aen HA) (nl) ne 
De som der coëfficiënten , gedeeld door & (@ +1), is 
2-3 2e l=0. 
Ook F3 (#) is nog door (@ — 1) deelbaar. 
Hieruit volgt, dat F?(x) een factor (@ — 1)?, Fl(x) een 
factor (@— 1) en F(x) een factor (x — 1)f bevat. 
Na den factor n(n +1) x”—® verwijderd te hebben, be- 
palen we de vierde afgeleide 
F4 (x) =2(n +3) a — 2 (n + 1). 
Deze uitdrukking is voor geen enkele waarde van ” door 
x— 1 deelbaar, maar geeft steeds een rest — 4. 
Hieruit volgt, dat F(x) dus nooit door (x — 1)5 deelbaar 
kan zijn. 


Bewijs van F. T. A. Cedee. 


Stellen wij den gegeven zesterm — 0, dan heeft men 

een wederkeerige vergelijking van de gedaante 
F(x) =arxt tt brt egt tl 
+ Cx? + bz ta=d0. 

Opdat het eerste lid deelbaar zal zijn door (@ — 1)t moet 
voldaan zijn aan F(l1)=0, -EFL(I)=0, F2(1)=0, en 
(EHD IK 

Deze vergelijkingen voeren na eenige herleidingen tot de 
beide volgende 

atbde=0. 


Zn Hl)at- nb —=0. 
waaruit volgt a:b:e=n:—2(n 4-1): (n + 2). 
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Hieruit blijkt dat de gegeven zesterm de eenige is, welke 
steeds door (& — 1)t zal deelbaar zijn. 


Bewijs van Mej. Dr. A. A. Dalhuisen. 


nn ES Andie 2tnd-Dertl 
Fn 4D rt An HD Hr 
(el) (nz Fan Dg Fl Ln + 2) —n) — 
Dn (LELIE (nd Dare —1) |= 
El (ntb Hatake 
Heet = 
ee cet (ate pre ete gyne 
(ln tl ja Hai. rnl= 
(2 —1)2 | n GO ETEN Ae 
| —2(2—1)| —= 
(eee A ee gt Ie 
ae AEN NE ra Dn 
FN 2nt2)ed(Nn—2n)|= 
(1) (z— 1)? not + (n — Darl... n-Daenl == 
@— 1) Ina” —1) A (nat Iet 
elfen 4) (ene IN 


Voor „ oneven is ’taantal termen in (1) tusschen de 
accolades even, dus in groepen van twee te vereenigen. 
Elke groep is deelbaar door #— 1, dus de geheele vorm 
door (@—1)®. 

Voor n even, wordt de middelste term ax”%”—?”, waarin 
a=n—2Xtn=0, zoodat deze term ontbreekt. Daar 
elk tweetal samengevoegde termen door & — 1 deelbaar is, 
is de gegeven zesterm door (x — 1)f deelbaar voor elke ge- 
heele positieve waarde van ». 


Bte st Re 
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Bewijs van Dr. A. Kylstra. 


Wij passen de rekenwijze van Horner toe en krijgen dan: 


(@—1)(a) n, Ant), MH2), 0, 0, 0, 0, 2 +2), —2 (nl) 
(al) n ‚—(n+-2), 0, A 0, 0, 0, n+2—n 
(b) n, —(n +2), 0, 0, O5 benee 0, 0, n+2, —ni0f 
(b1) NE —2, —2, ee —2, —, nl 
ns 2 EE EE rt 0, :O 
(cl) n J n—=2, n—4, _ In=6,(—n+4), ne) EA 
(d) n‚, Nn—? , n—4, n—6, n—8,(—-n +2), —n iO 
(d) ‚ 2n—2, Bn—6, 4n—12,.(An—2), n en 
(On, @n—2) , (Bn—6), (én —12), Bn—20) … n 70 


De regels (a) (al), (b) (6E) en (c) behoeven geen verklaring. 

Daar (a) (n +4) termen bevat heeft (c) (n +2) termen 
en is dus (cl) een rekenkundige reeks van de 1e orde be- 
vattende („+ 1) termen. Daar de beginterm » is en het 
verschil 2, wordt T,4j==— ân=—n, waaruit volgt 
dat in (d) de laatste term O wordt. 

De reeks (dt) is een rekenkundige reeks v/d 2e orde, be- 
vattende » termen; de verschillen a, b, c zijn hier n, n— 2, 
en — 2, zoodat 


T, =H (n—1) OE 
wordt, dus het tegengestelde van de laatste term van (d). 
De laatste term in (e) wordt dus 0. 

Hiermede is het bewijs gegeven dat de gegeven vorm 
deelbaar is door (@ — 1)%. 

(el) zou worden een reeks v/d 3e orde met (n — 1) termen, 
en de verschillen ”, (2n—2), (n— 4), — 2, zoodat de 
laatste term zou worden: 


EN 


(N= 2) (Nn — INEEN 
Wee “98 X 
en dit is blijkbaar niet —= —», 
zoodat de vorm geen verdere factor (n — 1) bevat. 


— 8, 
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Bewijs van W. H. Schmelling. 
ner FS A(ntiartIt(nd2Dapr tl 
+ (nn H2) 22 (n died. 
Stel dezen vorm — 0. 


Daar de som der coefficienten —0 is, zoo wordt deze 
vergelijking O voor # == 1, dus is zij deelbaar door x — 1. 


Na deeling vindt men: 
nen ta (nd-Dartl dn F2) —n=0, 
EN ID (LS 0, 


Hieraan wordt weder voldaan voor x= 1, dus is (x — 1) 
een factor. 


Het quotiënt is: 

nati gr Lgprl HD rn De”) =O; 
Ol ET (pr Et y= 0; 

voor #=l geeft dit identiek 2n — 2n == 0; 


dus is weder (@ — 1) een factor. 
Het quotiënt is eenvoudig aldus te bepalen. Schrijf eerst 
de vergelijking in onderstaanden vorm. 


en (ge (oe EI 
eN. sle (sl) er (nn Et) 
(Det (lj 

Ree lee Áo) 
Ln rn tl) (let en. enz. enz. 


De reeks bestaat dus uit termen die alle deelbaar zijn 
door ( — 1)?2. 
Bijgevolg is de oorspr. vergelijking deelbaar door (x— 1)f. 


Bewijs van Dr. G. C. 4. Valewink. 


Neem de functie: 


par F(pt mar M(pt2AmarT mt. 
(nn —2myaP AML (n— mar ML naP.….(e) 
en differentieer die naar x: 
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npe n= EL (n—m(p mar ml 
dn —Am(pt2marTimeld.+ 
Ha 2m(pt2marP time 
+ (n—m(ptmaPtmel tape? 


Vermenigvuldig deze met: (@”— 1)?, dan worden de 
coëfficiënten van de nieuwe vorm achtereenvolgens: 


np 
nm — Mm? —(q — 1) pn — PM, 


ermm (a) pn + 


+ (q— 2) pm, 
(2— B UTD) am + (tao UD) mee + 
(rr jd 
+ (203 En 1) pm, 
(saal Data) Sn 


+ (ae pd soeren men 


en q(q— ie q(q —1)(q —2)(q — 3) 
—(e—i-f EEEN AT 1.2.3.4 ) on + 
1 EEG 
fi el de engel si )) pm. 


enz. 


Nu is de vraag hoe we, bij willekeurige n en mm, waarden 
voor p en q moeten kiezen, opdat eenige der termen (te 
beginnen met de t° term van voren en eindigende met de 
{e van achteren) O worden. 


De algemeene vorm voor de t® coëfficiënt (d. i. de coëff. 
van g*—ltma—ttD) is: 


EN 


121 


| „0D. (at) 9(Q—D..(q—t+3) 
J.H 2. EE TT Rn en 


dip |E DH (— 20 il OE: 
pm Eg DEED 


C—3)! 2)! 
| gal) q(a—l). Ar 
en 
—_Q(q—1)..(q —tH2 
en 


Dt Da 
Eg dd EED ol —D. (hete) 


(3)! en 
Hierin {=q +1 stellend, komt er: 
Bee da we Be dk 
K, ti A ra er) eran Ke (a En 
q(qa —1)..2 
CEST jm + 
Fl Ptadraag rlr 
—_qQ(q—1)..2 
(AD en 
Nin me) EN md ae! 
ns Ds GD 
De coëfficiënt van nm is identiek O, want die is 8 schrijven: 
gite zt Ei). 


De coëfficiënt van pn is identiek O, want die is te schrijven: 
en 
De coëfficiënt van pm is identiek O, want die is te schrijven: 


an 1 q—l | 
q AE Sn en 
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De coëfficiënt van mm? is te vervormen tot: 


BNET En 
— laeta DP 
—o (Q—-1(Q—2)...32  (q—1)...21j 
Ent OET AR Te 
pa (q — 2)! rl (qg A 
alat AE 
Fait ge 


—Ì — 1)(q —2) 


BEN: 
Eri 


qQ—l (q — 1) (q—2) (q—l1) BER (GS 

—q eN — 2, 51 TEN en 
— 1) (q—? nn 

art pt ant rade 

Ke mn en U eid RUE AN ak 
=—q° | 1 RED = 19 enz. | 
(q — 2 (q — Ms Bn 
q(q — 1) [1 en, 19 )_— enz. |is dusidentiek0. 


Nemen we nu de coëfficiënt van de term, voorafgaande 
aan de te, dus die van g”—i+m(a—tt®; 


lata Datar 
B q(q—1)...4 —_q(q—1)...8; 
TCE Ei =D tT Q=D! wer 
En en 
ileo eN 
q (Gen 
CENT 
+|i— tE _gtlq-...8 


en 
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(en OO EE 
ii OR 
Bet ee 0 meteen 
MAG NE 
e gi jen 


Voor p =m wordt mn == pr, met de coëfficiënt: 


BG Drag 


—_oqQ(q—-1)...3 , q(q—1)...21 
ee 2e + 
Ure imke re (q— 1)! 
eel lg 
of q Li A == 0, 


Evenzoo vinden we voor dit geval de coëfficiënt van p? == 0. 
Er is dus aangetoond: 


Wanneer men de eerste afgeleide van functie («) waarin 
n, p en m positieve geheele getallen zijn, vermenigvuldigt 
met (47° — 1)? waar q > 2 en geheel is, dan bevat ’t product 
slechts de q hoogste, benevens de q laagste machten van x; 
alle middelste termen zijn door hunne coëfficiënten 0. 

Wanneer bovendien p =m genomen wordt, dan zijn de 
beide middelste coëfficiënten ook nog nul. 

Voor m=l;p=l;gqg=4 enn willekeurig volgt hieruit 
’t bewijs voor de opgave 144 (bladz. 41. Wisk. Tijdschr. 
sen jaarg.) 


VRAAGSTUK 145. 


Bepaal den ni” term en de grenzen van de convergentie van 
de wederkeerende reeks, die onstaat bij de ontwikkeling der 
breuk 

he ONE ne 
(1 — x) (1 — 2?) (1 — z2) 
(v. Breen, K!, bladz. 8, no. 28). P, WIJDENES. 


Opgelost door J. BOERS, P. J. HAMELBERG, 
ON DEENSE CG. A. VERKAART , J.A. 
WERTENBROEK, P. WIJDENES. 
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Oplossing van P. Wijdenes. 


1 


VE LDU 


1 
A-PDF) 
JN B C D 
CERN De 
dan wordt: 

AHP) (le tae) +BB) (la) (le +2) F 

OLH? 40) (lata) D(L B (1 a 42) + 
H(EHF@)(1 —03(1 +0) =1. 


Neem # = 1, dan is-6 A = 1 en A= 


Dus BLP) (lt) (Le) (lr) 
D(L Pl dr) (EHF 0) (1 —0P(l 4) = 
_i-tldolete) Bet. 


1 _—x 


Neem x= 1, dan 6 B= $en B 


Nu is weer C DD (1 H&H 42) + 
(EHF 2) (1 — 2) (1 +4) = 


6 
rf 12. 


Lj 17 
Neem nogmaals &=—= 1, dan is 6C= Tj nC= 
Dus D(1 +2 J 22) (EHF) (1 +2) = 
2 
SO TUT EE sa rn 
12 72 
1 — 2 
1702-3842, 
72 held 
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. 9 1 
Neem nu #=— 1, dan is U Oe 
waaruit volgt: 17 22+ 338 x + 25 1 Hoz? 
et Ei 
ELT TEE 
De splitsing geeft dus: 
1 1 174 1 
BAE (1 De Tad) vS) 


en 
ak O(l A22) 


De eerste breuk de 


on 


de term met x®—! heeft hierin tot coëff. mat Jl 
De tweede breuk levert: 

9 
nn DE| 


de term met x#”—! heeft tot coëff. 7 
De derde breuk levert: 


ln ienie RORE | 


waarvan elke term dus Ee heeft. 


De 4e breuk geeft: 
0 Em ijlt tn | 
waarin a”—l tot coëff. heeft 4. (— 1) 1. 
Het opstellen van den algemeenen term van de laatste 
2 Hex 
: zE Me ed 
breuk (4 laten we weg), dus van Teen geeft 


meer werk. 
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Deze breuk is te splitsen in: 


P+Qi PQ? fe 
dal meh waarin %, en % de wortels zijn van 
Li —= U Lg DL | 


nr | 
ee 
2 3 
eveneens en 
ak 5 + 5 dn) 


De algemeene term van deze breukontwikkeling is dus 


SE Eee EE arl [P (Harie 


No 
Qi” — a) |, 


Nu is @ == — Is +19 W — 3 — cos 120° + isin 120°, 
— 11, W — 3 == cos 120 — isin 120P, 


Lg == 
waaruit onmiddellijk volgt, dat: 
Dt + K3* = 2 cO8 n. 120 en 13° — 4 * = — 2 isin n. 120. 
De ee ontbinding geeft voor P — — 1/, — cos 120, en 
voor Q =1/, W/ 3 =sin 120, zoodat we nu krijgen: 


onl | (cos 120) 2. cos n. 120 + (sin 120). i(— 2i sin n. 120) De 
garni | cos n. 120 cos 120 + sin n. 120 sin 120 |= 
2 arl cos (n — 1) 120: 


De totale RR: term is dus: 
n—1 (+1) den 
Pe emg mba zt 5 
Dn cos — 1) 120% 
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De eerste termen zijn nu: 
1-2-2233 t4rtt5r 7 lt 8r7 + 
J- 1028 + 1229 + 14 xl0 16 zl, 
welke men ook vindt door directe deeling van 
(L — 2) (1 — 2) (1 — 2) op 1. 
De convergentiestraal is 1. 


Oplossing van H. G. A. Verkaart. 


Noemer —= (1 — 2)? (1 + 2) (1 +4 4 + 22). 
Splitst men de geg. breuk in partiëele gebrokens, dan 


vindt men: 
17 1 1 1 


WEE AP BE) 
I II III Iv 
Liede 
Fgd + LH 22) 
v 


Leta Ee En ) 


1-4 
Hent en n—1. 
nde term = 70 % 


Lata PEER ) 
nde term = nar 


IL == l4Ba 610494 150 OA ) 


nde term —= zeen 5) aan 1, 


IV. =p (laat Benne ) 


N= 
nde term —= Te Vn —1. 


Nig == ee (cos 60° —í sin 60°) — x (cos 2.60° — 
— i in 2.60°) + 4? (cos 3.60° —j sin 3.60°) —....…. | 
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Td 4 Ee [ (eos 60° + isin 60°) — # (cos 2.60° + 
ke d sin 2,60%) + z2(cos 3.60° +1 sin 3.60°) —...… 1% 


De nde term van V bevat dus, behalve den factor 
(1)! xn—l nog den coëfficiënt: 


ard (cos n 60° —i sin n 60°) + (con n 60° + 


J-ú sin n 60°). welke herleid kan worden tot Ei cos (n — 1) 60°. 


De totale algemeene term is dus: 


kel) 
EE Ae (—1)” 
5 hae Lat En 8 


Hen 1) *—1 cos (n— 1) 60°|. 


De convergentiestraal is 1. 


De coëfficiënten der eerste elf termen zijn, uit den 
algemeenen term berekend: 


11522108 0 140 LO EB En 
De noemer der breuk is 1 — &— x? + zi 4 1ö — Xb. 


Men kan nu de gevonden coëfficiënten door deeling 
controleeren alsook door gebruik te maken van de betrekking: 


En in—t—in—etin—atin=5T in—6=0 


Den algemeenen term voor V hadden we eenvoudig 
kunnen vinden door de bekende reeks 


la cospda?cos Apt... kerl 


124 COS p + a?! 


Stellen wea == — xv, p= 60°, dan wordt: 


2 1 — a COS p 
9 1 —2acosp da? 


sg an-l COS mpg It Ee tT boos (n— 1) 60. 


Ns zoodat de nde term der ontwikkeling 
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